


《概率论》计算与证明题 32

第一章 事件与概率

1111、若 A，B，C 是随机事件，说明下列关系式的概率意义： (1) ；(2) ；AABC = ACBA =UU

(3) ；(4) .CAB ⊂ BCA ⊂

2、试把 表示成 n个两两互不相容事件的和．nAAA ULUU 21

3333、若 A，B，C，D 是四个事件，试用这四个事件表示下列各事件：（1）这四个事件至少发生一个；（2）

这四个事件恰好发生两个；（3）A，B 都发生而 C，D 都不发生；（4）这四个事件都不发生；（5）这

四个事件中至多发生一个。

4444、证明下列等式：（1） ；
1321 232 −=++++ nn

nnnn nnCCCC L

（2） ；0)1(32 1321 =−+−+− − n
n

n
nnn nCCCC L

（3） .∑
−

=

−
+

+ =
ra

k

ra
ba

k
b

rk
a CCC

0

5555、袋中有白球 5 只，黑球 6 只，陆续取出三球，求顺序为黑白黑的概率。

6666、一部五本头的文集，按任意次序放书架上去，试求下列概率：（1）第一卷出现在旁边；（2）第一卷

及第五卷出现在旁边；（3）第一卷或第五卷出现在旁边；（4）第一卷及第五卷都不出现在旁边；（5）

第三卷正好在正中。

7777、把戏，2，3，4，5 诸数各写在一小纸片上，任取其三而排成自左向右的次序，求所得数是偶数的概

率。

8888、在一个装有 n 只白球，n 只黑球，n 只红球的袋中，任取 m 只球，求其中白、黑、红球分别有

只的概率。)(,, 321321 mmmmmmm =++

9999、甲袋中有 3 只白球，7 办红球，15 只黑球，乙袋中有 10 只白球，6 只红球，9 只黑球。现从两袋中

各取一球，求两球颜色相同的概率。

11110000、由盛有号码 ，N 的球的箱子中有放回地摸了 n 次球，依次记下其号码，试求这些号码按严格L,2,1

上升次序排列的概率。

11111111、任意从数列 ，N 中不放回地取出 n 个数并按大小排列成： ，试L,2,1 nm xxxx <<<<< LL21

求 的概率，这里 。Mxm = NM ≤≤1

11112222、从 6 只不同的手套中任取 4 只，问其中恰有一双配对的概率是多少？

11113333、从 n 双不同的鞋子中任取 2r(2r<n)只，求下列事件发生的概率：（1）没有成对的鞋子；（2）只有一

对鞋子；（3）恰有两对鞋子；（4）有 r 对鞋子。
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《概率论》计算与证明题 33

14141414、袋中有 n 只球，记有号码 ，求下列事件的概率：（1）任意取出两球，号码为 1,2；（ 2）任n,,2,1 L

意取出 3 球，没有号码 1；（ 30 任意取出 5 球，号码 1,2,3,中至少出现一个。

15151515、袋中装有 号的球各一只，采用（1）有放回；（1）不放回方式摸球，试求在第 k 次摸球时N,,2,1 L

首次摸到 1 号球的概率。

16161616、甲有 n+1 个硬币，乙有 n 个硬币，双方投掷之后进行比较，求早掷出的正面比乙掷出的正面多的概

率。

17171717、一颗骰子投 4 次至少得到一个六点，与两颗骰子投 24 次至少得到一个双六这两件事，哪一个有更

多的机会遇到？

18181818、从 52 张扑克牌中任意抽取 13 张来，问有 5 张黑桃，3 张红心，3 张方块，2 张草花的概率。

19191919、桥牌游戏中（四人各从 52 张纸牌中分得 13 张），求 4 张 A 集中在一个人手中的概率。

22220000、在扑克牌游戏中（从 52 张牌中任取 5 张），求下列事件的概率：（1）以 A 打头的同花顺次五张牌；

（2）其它同花是非曲直次五比重牌；（3）有四张牌同点数；（4）三张同点数且另两张也同点数；（5）

五张同花；（6）异花顺次五张牌；（7）三张同点数；（8）五比重中有两对；（9）五张中有一对；（10）

其它情况。

22221111、某码头只能容纳一只船，现预知某日将独立来到两只船，且在 24 小时内各时刻来到有可能性都相

等，如果它们需要停靠的时间分别为 3 小时及 4 小时，试求有一船要在江中等待的概率。

22222222、两人约定于 7 点到 8 点在某地会面，试求一人要等另一人半小时以上的概率。

23232323、设 是随机事件，试用归纳法证明下列公式：nAAA ,,, 21 L

。∑ ∑
= ≥>≥

−−++−=
n

i ijn
n

n
jiin AAAPAAPAPAAAP

1 1
21

1
21 )()1()()()( LLULUU

24242424、考试时共有 N 张考签，n 个学生参加考试 ，被抽过的考签立刻放回，求在考试结束后，至)( Nn ≥

少有一张考签没有被抽过的概率。

25252525、甲，乙丙三人按下面规则进行比赛，第一局由甲，乙参加而丙轮空，由第一局的优胜者与丙进行第

二局比赛，而失败者则轮空，比赛用这种方式一直进行到其中一个人连胜两局为止，连胜两局者成为

整场比赛的优胜者。若甲，乙，丙胜每局的概率各为 1/2，问甲，乙，丙成为整场比赛优胜者的概率

各是多少？

26262626、给定 ，求 及 。( ) ( ) ( )BAPrBPqAPp U=== ,, ( )ABP ( )BAP
27272727、已知： ，证明： 。( ) ( ) ( ) BACABCBPAPABP ⊃⊃= ,, )()()( CPAPACP ≥

28282828、（1）已知 与 同时发生则 A 发生，试证： －11A 2A )()(≥)( 21 APAPAP +

（2）若 ，试证：AAAA  321 ≥)(AP 2-)()()( 321 APAPAP ++

29292929、利用概率论的想法证明下列恒等式：
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《概率论》计算与证明题 34

a
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)1()1(
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1

L

L
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其中 A，a 都是正整数，且 。aA >

30303030、证明 的一切子集组成的集类是一个 域。Ω −σ
31313131、证明： 域之交仍为 域。−σ −σ

32323232、向边长为 的正方形由任意投一点，求此点正好落在对正方形对角形上的概率? a

33333333、在 10 只电子表中有 2 只是次品，现从中不放回的连续抽取两次，每次抽取一只，求正好抽到一个

是正品，一个是次品的概率?

34343434、在 5 双不同的鞋中任取 4 双，求至少能配成一双的概率?

35353535、在整数 0 至 9 中任取 4 个，能排成一个四位偶数的概率是多少?

36363636、两人相约于 7 点到 8 点间在某地相会，约定先到者等候另一人 20 分钟,过时离去，试求这两人能会

面的概率是多少?

37373737、有 10 个电阻，其电阻值分别为 ，从中取出三个，要求取出的三个电阻，一个小于1 ,2 , ,10  Ω Ω ΩL

,一个大于 ,另一个等于 ，问取一次就能达到要求的概率。5Ω 5Ω 5Ω

38383838、两船欲靠同一码头，设两船独立地到达，而且各自到达时间在一昼夜间是可能的，如果此两船在码

头停留的时间分别是 1 及 2 小时，试求一船要等待空出码头的概率。

39393939、任意取两个正的真分数，求它们的乘积不大于 1/4 的概率。

40404040、在区间 中随机取两数，求两数之和小于 1.2 的概率。(0,1)

41414141、设 3 个事件 A，B，C，满足 ，求 。AB φ= ( )P A B CU U

42424242、某城市中发行 2 种报纸 A，B。经调查，在这 2 种报纸的订户中，订阅 A 报的有 45%，订阅 B 报的

有 35%，同时订阅 2 种报纸 A，B 的有 10%。求：（ 1）只订 A 报的概率；（2）只订 1 种报纸的概率 。

43434343、从 五个数码中，任取 3 个不同数码排成三位数，求：（1）所得三位数为偶数的概率；（2）1,2,3,4,5

所得三位数为奇数的概率。

44444444、电话号码由 6 个数字组成，每个数字可以是 中的任一个数（但第 1 个数字不能为 0），求0,1,2, ,9L

电话号码由完全不相同的数字组成的概率。

45454545、袋中有 5 个白球和 3 个黑球。从中任取 2 个球，求：（1）取得的 2 个球同色的概率；（2）取得的 2
个球至少有 1 个是白球的概率。

46464646、证明：  ( ) ( ) - ( ) ( )P AB P AC P BC P A+ ≤

47474747、证明：包含一切形如 的区间的最小 域是一维波雷尔 域。),( x−∞ −σ −σ
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《概率论》计算与证明题 35

第一章 解答

1111、解：（1）ABC ，若 A 发生，则 B 与 C 必同时ACABAABCABCA ⊃⊃⇒⊂⊃⇒= 且显然)(

发生。

（2） ，B 发生或 C 发生，均导致 A 发生。AC⊂⊂⇒⊂⇒= 且ABACBACBA UUU

（3） 与 B 同时发生必导致 C 发生。ACAB ⇒⊂

（4） ，A 发生，则 B 与 C 至少有一不发生。CBABCA U⊂⇒⊂

2222、解： nAAA ULUU 21 )()( 11121 −−−−++−+= nn AAAAAA LL

(或)＝ ．121121 −+++ nn AAAAAAA LL

3333、解：（ 1）{至少发生一个}= .DCBA UUU

（2）{恰发生两个}= .CABDBACDDABCCBADDBACDCAB +++++

（3）{A，B 都发生而 C，D 都不发生}= .DCAB

（4）{都不发生}= .DCBADCBA UUU=

（5）{至多发生一个}= CBADDBACDCABDCBADCBA ++++

.CDBDBCADACAB UUUUU=

4444、解：（1）因为 ，两边对 x 求导得
nn

nnn
n xnCxCxCx ++++=+ L2211)1(

，在其中令 x=1 即得所欲证。
1211 2)1( −− +++=+ nn

nnn
n xnCxCCxn L

（2）在上式中令 x=-1 即得所欲证。

（ 3）要原式有意义，必须 。由于 ，此题即等于要证ar ≤≤0 kb
b

k
b

rb
ba

ra
ba CCCC −+

+
−
+ == ,

.利用幂级数乘法可证明此式。因为∑
=

+
+

−+ ≤≤=
a

k

rb
ba

kb
b

rk
a arCCC

0
0,

，比较等式两边 的系数即得证。
baba xxx ++=++ )1()1()1( rbx +

5555、解： 15.0
33
5/ 3

11
1
5

1
5

1
6 === AAAAP

6666、解：（1）第一卷出现在旁边，可能出现在左边或右边，剩下四卷可在剩下四个位置上任意排，所以
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《概率论》计算与证明题 36

5/2!5/!42 =×=p

（2）可能有第一卷出现在左边而第五卷出现右边，或者第一卷出现在右边而第五卷出现在左边 ，

剩下三卷可在中间三人上位置上任意排，所以 10/1!5/!32 =×=p

（ 3） {第一卷出现在旁边 }+P{第五卷出现旁边 }-P{第一卷及第五卷出现在旁p P=

边}= .
10
7

10
1

5
2

5
2

=−+

（4）这里事件是（3）中事件的对立事件，所以 10/310/71 =−=P

（5）第三卷居中，其余四卷在剩下四个位置上可任意排，所以 5/1!5/!41 =×=P

7777、解：末位数吸可能是 2 或 4。当末位数是 2（或 4）时，前两位数字从剩下四个数字中选排，所以

5/2/2 3
5

2
4 =×= AAP

8888、解：
m
n

m
n

m
n

m
n CCCCP 33/321=

9999、解：P{两球颜色相同}=P{两球均白}+P{两球均黑}+P{两球均红}

.33.0
625
207

25
9

25
15

25
6

25
7

25
10

25
3

==×+×+×=

10101010、解：若取出的号码是按严格上升次序排列，则 n 个号码必然全不相同， 。N 个不同号码可产Nn ≤

生 种不同的排列，其中只有一个是按严格上升次序的排列，也就是说，一种组合对应一种严格上!n

升排列，所以共有 种按严格上升次序的排列。总可能场合数为 ，故题中欲求的概率为
n
NC

nN

.nn
N NCP /=

11111111、解：因为不放回，所以 n 个数不重复。从 中取出 m-1 个数，从 中取出}1,,2,1{ −ML },1{ NM L+

个数，数 M 一定取出，把这 n 个数按大小次序重新排列，则必有 。故mn − Mxm =

。当 或 时，概率 .n
N

mn
MN

m
M CCCCP /1

1
1
1

−
−

−
−= 11 −<− mM mnMN −<− 0=P

11112222、解：有利场合是，先从 6 双中取出一双，其两只全取出；再从剩下的 5 双中取出两双，从其每双中

取出一只。所以欲求的概率为 48.0
33
16/ 4

12
1
2

1
2

2
5

2
2

1
6 === CCCCCCP

13131313、解：（ 1）有利场合是，先从 n 双中取出 2r 双，再从每双中取出一只。

)2(,/)( 2
2

21
2

2 nrCCCP r
n

rr
n <=
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《概率论》计算与证明题 37

（2）有利场合是，先从 n 双中取出一双，其两只全取出，再从剩下的 双中取出 双，1−n 22 −r
从鞭每双中取出一只。

.rn
r

n
rr

n
rr

nn CCnCCCCCP 2
2

22
1

222
2

221
2

22
1

2
2

1 /2/)( −
−

−−−
− ==

（3） .rn
r

nn
r CCCP 2

2
42

2
242 /2 −

−
−=

（4） .r
n

rr
n CCCP 2

2
2
2 /)(= r

n
r
n CC 2

2/=

14141414、解：（ 1）P{任意取出两球，号码为 1，2}= .2/1 nC

（2）任取 3 个球无号码 1，有利场合是从除去 1 号球外的 个球中任取 3 个球的组合数，故1−n

P{任取 3 球，无号码 1} .33
1 / nn CC −=

（ 3） P{任取 5 球，号码 1,2,3 中至少出现 1 个 }= {任取 5 球，号码 1,2,3 不出P−1

现} .55
3 /1 nn CC −−=

其中任取 5 球无号码 1,2,3，有利场合是从除去 1,2,3 号球外的 个球中任取 5 个球的组合数。3−n

15151515、解：（1）有利场合是，前 次从 个号中（除 1 号外）抽了，第 k 次取到 1 号球，1−k 1−N
kkkk NNNNP /)1(/1)1( 11 −− −=⋅−=

（2）考虑前 k 次摸球的情况， 。NAAP k
N

k
N /1/11

1 =⋅= −
−

16161616、解法一：设 A={甲掷出正面数>乙掷出正面数}，B={甲掷出反面数>乙掷出反面数}。考虑 ={={甲A

掷出正面数 乙掷出正面数}。设 发生。若乙掷出 n 次正面，则甲至多掷出 n 次正面，也就是说乙≤ A
掷出 0 次反面，甲至少掷出 1 次反面，从而甲掷出反面数>乙掷出反面数。若乙掷出 次正面，1−n
则甲至多掷出 次正面，也就是说乙掷出 1 次反面，甲至少掷出 2 次反面，从而也有甲掷出反面1−n
数>乙掷出反面数，等等。由此可得

.}{ 乙掷出正面数甲掷出正面数 ≤=A B=≤= }{ 乙掷出反面数甲掷出反面数

1)()()()( =+=+∴ APAPBPAP

显然 A 与 B 是等可能的，因为每人各自掷出正面与反面的可能性相同，所以 ),()( BPAP =

从而 。
2
1)( =AP

解法二：甲掷出 个硬币共有 个等可能场合，其中有 个出现 0 次正面，有 个出现11+n 12 +n 0
1+nC

1
1+nC

次正面，…， 个出现 次正面。乙掷 n 个硬币共有 个等可能场合，其中有 个出现 01
1
+
+
n
nC 1+n n2 0

nC

次正面， 个出现 1 次正面，…， 个出现 n 次正面。若甲掷 个硬币，乙掷 n 个硬币，则共
1
nC

n
nC 1+n

有 种等可能场合，其中甲掷出正面比乙掷出正面多的有利场合数有
121

1 222 ++ =⋅= nnnn
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L++++++= +++ )()( 2103
1

102
1

01
11 nnnnnnnnn CCCCCCCCCm

)()( 101
1

110
1

n
nnn

n
n

n
nnn

n
n CCCCCCCC +++++++= +

+
−

+ LL

利用公式 及 得
1

1
−

+ += r
n

r
n

r
n CCC n

n
n
n CC =+
+

1
1

++++++++++= L))(())(()( 210321021010
1 nnnnnnnnnnnn CCCCCCCCCCCCm

)())(( 101101 n
nnn

n
n

n
nnn

n
n

n
n CCCCCCCCC ++++++++ −− LL

[ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++= ∑

<2

1201210120 )()(
i

nnnnnn CCCCCCCC +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++ ∑

<3

120122 )(
i

nnnnn CCCCC

+
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++ ∑∑∑

<<−<

−−

ni
n

n
n

n
n

ni
n

n
n

n
n

n
n

n
n CCCCCCCC 121

11

1121 )()(L

∑ ∑∑
≥>≥ ==

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=+=

0

2

0

111

0

21 2)(
ijn

n

i
nnn

n

i
n CCCC

所以欲求的概率为 .
2
12/2/ 122

11 === +nnnmP

应注意，甲掷出 个正面的 个场合不是等可能的。1,,1,0 +nL 2+n

17171717、解：事件“一颗投 4 次至少得到一个六点”的对立事件为“一颗投 4 次没有一个六点”，后者有有

利场合为，除去六点外的剩下五个点允许重复地排在四个位置上和排列数，故，

P{一颗投 4 次至少得到一个六点}= {一颗投 4 次没有一个六点}= .−1 5177.06/51 44 =−

投两颗骰子共有 36 种可能结果，除双六（6，6）点外，还有 35 种结果，故

P{两颗投 24 次至少得到一个双六}= {两颗投 24 次没有一个双六}= .−1 4914.036/351 2424 =−

比较知，前者机会较大。

18181818、解： 0129.0/ 13
52

2
13

3
13

3
13

5
13 == CCCCCP

19191919、解： .0106.0
4

13
52

9
43

13
13

13
26

13
39

13
52

13
13

13
26

13
39

9
43

4
4

1
4 =

×
==

C
C

CCCC
CCCCCCP

或解为，4 张 A 集中在特定一个手中的概率为 ，所以 4 张 A 集中在一个人手中的概率
13
52

9
48

4
4 /CCC

为 .0106.0/4 13
52

9
48 =×= CCP

20202020、解：（ 1） . 这里设 A 只打大头，若认为可打两头 AKQJ10 及 A2345，则答0000015.0/4 5
52 == CP

案有变，下同。

（2）取出的一张可民由 K，Q，…，6 八个数中之一打头，所以
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《概率论》计算与证明题 39

.0000123.0/ 5
52

1
8

1
4 == CCCP

（3）取出的四张同点牌为 13 个点中的某一点，再从剩下 48 张牌中取出 1 张，所以

.00024.0/ 5
52

4
4

1
13 == CCCP

（4）取出的 3 张同点占有 13 个点中一个点，接着取出的两张同点占有其余 12 个点中的一个点 ，

所以 .00144.0/ 5
52

2
4

1
12

3
4

1
13 == CCCCCP

(5)5 张同花可以是四种花中任一种，在同一种花中，5 张牌占有 13 个点中 5 个点，所以

.00198.0/ 5
52

5
13

1
4 == CCCP

(6){异花顺次五张牌}={顺次五张牌}－{同花顺次五张牌}。顺次五张牌分别以 A，K，…，6 九

个数中之一打头，每张可以有四种不同的花；而同花顺次中花色只能是四种花中一种。所以

p = P{顺次五张牌}－{同花顺次五张牌} [ ] .0000294.0/)( 5
52

1
9

1
4

51
4

1
9 =−= CCCCC

（ 7 ） 三 张 同 点 牌 占 有 13 个 点 中 一 个 占 有 剩 下 12 个 点 中 两 个 点 ， 所 以

.0211.0/)( 5
52

21
4

2
12

3
4

1
13 == CCCCCP

（8）P{五张中有两对}=P{五张中两对不同点}+P{五张中两对同点}

.0475.0// 5
52

1
4

1
12

4
4

1
13

5
52

1
4

1
11

2
4

2
4

2
12 =+= CCCCCCCCCCC

（9） .423.0/)( 5
52

31
4

3
12

2
4

1
13 == CCCCCp

（10）若记（i）事件为 ，则 而事件 两两不iA 94835251 ,,, AAAAAAAA ⊂⊂⊂⊂ 95 ,, AA L

相容，所以 ∑
==

=−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

9

5

9

5

.506.0)(11
i

i
i

i APAPp U

y
21212121、解：设 x，y 分别为此二船到达码头的时间，则 24 F E

. 两船到达码头的时间与由上述240,240 ≤≤≤≤ yx

条件决定的正方形内的点是一一对应的（如图）

设 A 表事件“一船要等待空出码头”，则Ａ发生意味 ４

着同时满足下列两不等式

Ｃ０ ３ 244,3 ≤−≤− xyyx

由几何概率得，事件Ａ的概率，等于正方形ＣＤＥＦ中直线 之间的部分面积 ，43 ≤−≤− xyyx 及

与正方形 CDEF 的面积之比，即

27.01152/31124/21
2
120

2
124 2222 ==⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+×−=PA

22222222、解：设 x，y 分别为此二人到达时间，则 y F N E

。显然，此二人到达时间 887,87 ≤≤≤≤ yx

与由上述条件决定的正方形 CDEF 内和 M H),( yx
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《概率论》计算与证明题 40

点是一一对应的(如图)。 7 D
设 A 表事件“其中一人必须等另外一人的 C G
时间 1/2 小时以上“，则 A 发生意味着满足如下 0 7 8 x

不等式 。由几何概率得，
2
1

2
1

>−>− xyyx 或

事件 A 的概率等于ΔGDH 及ΔFMN 的面积之和与正方形 CDEF 的面积之比，所以

4
1)11/()

2
1

2
1

2
1

2
1(

2
1)( =××+×=AP

23232323、证：当 时， ， 与 两者不相容，所以2=n )( 212121 AAAAAA −= UU 1A 212 AAA −

.)()()()()( 212121221 AAPAPAPAAAPAAP −+=−=U

此即当 时原式成立。2=n
设对 原式成立，现证对 原式也成立。1−n n

}{)( 1111 nnnn AAAPAAAP UULUUULU −− =

}{)()( 1111 nnnn AAAPAPAAP UULUULU −− −+=

}{)()( 12111 nnnnnn AAAAAAPAPAAP −− −+= ULUUULU

对前后两项分别应用归纳假设得

)( 11 nn AAAP UULU −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−++−= −
−

≥>≥−

−

=
∑∑ )()1()()( 11

2

11

1

1
n

n

ijn
jii

n

n
AAPAAPAP LL )( nAP+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−++−− −
−

≥>≥−

−

=
∑∑ )()1()()( 1

2

11

1

1
nnnjni

n

ijn
njnini

n

i
AAAAAAPAAAAPAAP LL

.)()1()()( 21
1

11
n

n

ijn
jii

n

i
AAAPAAPAP LL −

≥>≥=

−++−= ∑∑
至此，原式得证。

24242424、解：设考签编号为 ，记事件 ，则N,,2,1 L }{ 号考签未被抽到第xAi =

， ，
nn

i NNAP /)1()( −= LL),(/)2()( jiNNAAP nn
ji ≠−=

；0/)()( 21 =−= nn
N NNNAAAP L

诸 相容，利用第 33 题公式计算得iA

P={至少有一张考签未被抽到} }{ 21 NAAAP ULUU=

∑ ∑
= ≥>≥

−−++−=
N

i ijN
N

N
jii AAAPAAPAP

1 1
21

1 )()1()()( LL
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《概率论》计算与证明题 41

01)1()2()1( 1221 +−++
−

−
−

= −−
n

N
N

N
n

n

Nn

n

N N
C

N
nC

N
NC L

.∑
−

=

− −
−=

1

1

11 )()1(
N

i
n

n

N
i

N
iNC

25252525、解：这些比赛的可能结果，可以用下面方法表示：

, , , , , ,
, , , , , ,

aa acc acbb acbaa acbacc acbacbb
bb bcc bcaa bcabb bcabcc bcabcaa

L

L

其中 a 表甲胜，b 表乙胜，c 表丙胜。

在这些结果中，恰巧包含 k 个字母的事件发生的概率应为 ，如 aa 发生的概率为 1/4，acbbk2
1

发生的概率为 1/16 等等。则

.[ ] [ ] L++++= )()()()()( bcabccPacbaccPbccPaccPcp
7
2

2
12

2
12

2
12

963
=+×+×+×= L

由于甲，乙两人所处的地位是对称的，所以 ，得)()( bpap =

.
14
5)

7
21(

2
1)()( =−== bpap

26262626、解： )()()( BBAPBAPBAP −=−= U qrBPBAP −=−= )()( U

.rBAPBAPBAP −=−== 1)(1)()( UU

27272727、证：设 .由 可得， ，21 )(, CBACCBC =−= BAC ⊃ BAC U⊂

∴ ， （1）21 CCC U= φ=21 CC I

又 ∴ 再由 得ABC ⊃ ABBCAAC == )(1 )()( 1CPBP ≥

（2）)()()()()()( 11 CPAPBPAPABPACP ≥==

由 并利用 得AC ⊂2 1)( ≤AP

（3）)()()()( 222 CPAPCPACP ≥=

由（1），（ 2），（ 3）可得

{ } )()()( 2121 ACACPCCAPACP UU == )()()()()()( 2121 CPAPCPAPACPACP +≥+=

[ ] )()()()()( 21 CPAPCPCPAP =+=

28282828、证：（1） ，由单调性及 得21AAA ⊃ 1)( 21 ≤AAP U
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《概率论》计算与证明题 42

.)()()()()( 212121 AAPAPAPAAPAP U−+=≥ 1)()( 21 −+≥ APAP

（2） ，两次利用（1）的结果得321 AAAA ⊃

1)()())(()( 213321 −+≥≥ AAPAPAAAPAP

1)()(1)( 213 −++−≥ APAPAP 2)()()( 321 −++= APAPAP

.
29292929、证：设袋中有 A 个球，其中 a 个是白球，不还原随机取出，第 k 次才首次取得白球的概率为

.k
A

a
k
aA

k A
AA

P
11−

−=
)1()2)(1(

)2()1)((
+−−−

+−−−−−
=

kAAAA
kaAaAaAa

L

L )1,,2,1( +−= aAk L

因为袋中有 a 个白球， 个黑球，若一开始总是取到黑球，直到把黑球取完为止，则至迟aA−
到第 次一定会取到白球；也就是说，第一次或第二次…或至迟到第 次取得白球事件1+− aA 1+− aA
是必然事件，其概率为 1。所以

1211 +−+++= aAppp L
aaAA

aAa
AA
aAa

A
a

)1()1(
12)(

)1(
)(

+−
⋅−

++
−
−

+=
L

L
L

等式两边同乘以 得
a
A

.
a
A

aaA
aA

AA
aAaA

A
aA

=
+−
⋅−

++
−−
−−−

+
−
−

+
)1()1(
12)(

)2)(1(
)1)((

1
1

L

L
L

30303030、证：记 F={ 的一切子集}Ω
（i） 是 的子集，所以 。Ω Ω F∈Ω
(ii) 若 ，则 A 是 的子集， 也是 的子集，所以 。FA∈ Ω A−Ω Ω FAA ∈−Ω=

(iii) ，当然有 。任一 。必有某一 ，使 ，所以FiAi ∈= ),2,1( L L,2,1, =⊃Ω iAi U
i

iA∈ω iA iA∈ω

，从而 ，即 也是 的一个子集，故 。Ω∈ω i
i

AiU⊃Ω i
i

AiU Ω FAi i
i

∈U

∴F 是 域。−σ

31313131、证：设 是 域，记 .)( TtFt ∈ −σ U
Tt

tFF
∈

=

(i) 每一 ，所以 ，即 .∈Ω tF I
Tt

tF
∈

∈Ω F∈Ω

(ii) ，则 每一 ，由 是 域得 每一 ，所以 ，从而 .FA∈ ∈A tF tF −σ ∈A tF tTt
FA U

∈
∈ FA∈

(iii) ，则诸 必属于每一 ，由于 是 域，所以 每一 ，即FiAi ∈= ),2,1( L tA tF tF −σ U
i

iA ∈ tF

.FFA t
Tti

i =∈
∈
IU
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《概率论》计算与证明题 43

∴ 是 域。f −σ

32323232、解： 由于点落入正方形是等可能的，此属几何概型 ,事件 A={点落于两条对角线上了的测S aΩ = 2

度 , 故 P(A)=0AS =
S
S
A

Ω

= 0

33333333、解:::: 由于此时样本点总数是 90 ,有利场合数是 32 ∴所求概率
16
45

P =

34343434、解：记 {选取的样品至少配成一双}，由于样品总数是 A = C10
4

的有利场合数是A 4 1 1
5 2 8 ( ) 1 ( )C C C p A P A∴ = −

8 13( ) 1 0.619
21 21

P A = − = ≈

35353535、解：从 0 至 9 中任取 4 个数进行排列共有 10×9×8×7 种排法.
其中有（4×9×8×7－4×8×7＋9×8×7）种能成 4 位偶数.

故所求概率
4 9 8 7 4 8 7 9 8 7 41

10 9 8 7 90
P × × × − × × + × ×
= =

× × ×

36363636、解：以 分别表示两人到达的时刻,,X Y

则 可能取值范围是( , )X Y { }G X Y X Y= ≤ ≤ ≤ ≤( , ): ,0 60 0 60

则两人能会面的范围 { }( , ) :| | 20, 0, 0g X Y X Y X Y= − ≤ ≥ ≥

故能会面的概率 P=
g
G
的面积

的面积
=

−
=

60 40
60

5
9

2 2

2

37373737、解：从 10 个电阻中取三个电阻的取法有 种取法
10
3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

满足要求的取法有 种取法 ， 故所求概率
4 1 5
1 1 1
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

4 1 5 10 1/
1 1 1 3 6

P ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

38383838、解：设 二船到达的时刻为 ，则 一切可能取值,x y ,x y

(得 2 分){ }( , ) : 0 24;0 24G x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤

所求值： {( , ) , 1, 2g x y G y x x y= ∈ − ≤ − ≤

所求概率 p=
g
G
的面积

的面积
= 0121.
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《概率论》计算与证明题 44

39393939、解：设 及 为所取的正的真分数，则x y { }( , );0 1,0 1 ;x y x yΩ = < < < <

，故
1( , ); ,0 1,0 1
4

A x y xy x y⎧ ⎫= ≤ < < < <⎨ ⎬
⎩ ⎭

1
1
4

1 1
1 14 4( ) ln 4 0.597

1 4 4

dx
xP A

+
= = + =

∫

40404040、解：设此二数为 则, ,x y Ω = < < < <{( , ); , }x y x y0 1 0 1

 {( , ) : 1.2, 0 1, 0 1}A x y x y x y= + < < < < <

故

11 0.8 0.8
2( ) 0.68

1
P A

− ⋅ ⋅
= =

在区间 中随机取两数，求两数之和小于 1.2 的概率。(0,1)

41414141、解： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A B C P A P B P C P AB P AC P BC P ABC= + + − − − +U U

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P C P P AC P BC Pφ φ= + + − − − +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P C P AC P BC= + + − −

42424242、解 ：（1）记事件 A={订阅 A 报}， B={订阅 B 报}，则{只订阅 A 报}可表示为 。因A B A AB− = −

，故 。AB A⊂ ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A AB P A P AB− = − = − 0.45 0.1 0.35= − =

（2）{只订 1 种报}= ，要把 分别表示为 ，( ) ( )A B B A AB BA− − =U U ,A B B A− − A AB−

。又这 2 个事件是互不相容的，由概率加法公式，有B AB−

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p P A AB P B AB P A P AB P B P AB= − + − = − + −

0.45 0.1 0.35 0.1 0.6= − + − =

43434343、解：（1）三位数总的排法是 种。排得偶数要求末位数是偶数，即 2 或 4，余下的 4 个数任取 23
5A

个排列。因此，排得偶数的情况种数是 种，故 。
2
42A

2
4

1 3
5

2 2 4 3 0.4
5 4 3

Ap
A

× ×
= = =

× ×

（2）同（1）作类似的分析，知 。
2
4

2 3
5

3 3 4 3 0.6
5 4 3

Ap
A

× ×
= = =

× ×

注：此题也可以这样分析：{所得三位数是偶数}={三位数末位数是偶数}，又{所得三位数是奇

数}={三位数末位数是奇数}。从而 1 2
2 30.4, 0.6
5 5

p p= = = =

44444444、解：因第 1 个数字不能为 0，故 6 位电话号码的数字情况总数 个，其中完全由不同数字
59 10N = ×

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学霸助手[xuebazhushou.com]-课后答案|期末试卷|复习提纲



《概率论》计算与证明题 45

组成的情况数为 （个）。所以 。9 9 8 7 6 5 136080M = × × × × × =
136080 0.1512
900000

p = =

45454545、解：（1）从 8 个球中任取 2 个的取法总数为 种。取得的 2 个球为同色，分为两种情况：22
8 28C =

个球皆为白色或 2 个球皆为黑色。这两种情况各有 种，故取得 2 个球同色的情况数为
2 2
5 3,C C

种，所以 。
2 2
5 3 13C C+ = 1

13 0.4643
28

p ≈ ≈

此题也可以这样解： {取得的 2 个球皆为白色}， {取得的 2 个球皆为黑色}， {取1A = 2A = A =

得的 2 个同色}。 互不相容，且 ，而 ，1 2,A A 1 2A A A= U
2 2
5 3

1 22 2
8 8

10 3( ) , ( )
28 28

C CP A P A
C C

= = = =

故

1
10 3 13( ) 0.4643
28 28 28

p P A= = + + ≈

（2）令 {取得的 2 个球至少有 1 个白球}，则 {取得的 2 个球皆为黑球}，故A = A =

2
3

2 2
8

3 25( ) 1 ( ) 1 1 0.8929
28 28

Cp P A P A
C

= = − = − = − = ≈

46464646、证： ( ) ( ) - ( )P AB P AC P BC+ ( ) ( ) ( )p AB AC P ABC P BC= ∪ + −

≤ + − =P A P BC P BC P A( ) ( ) ( ) ( )

47474747、证：一维波雷尔 域 是由左闭右开区间灶产生的 域， 是由形如−σ { }),[ bamB = −σ { }),(~ xMB −∞=

区间类产生的 域。),( x−∞ −σ

因为 ),(),(),[ abba −∞−−∞=

等式左边是 中两个集的差，由此知 包含一切形如 的集，而 B 是由一切形如 的集类产生B~ B~ ),[ ba ),[ ba

的 域，所以 。−σ BB ⊃
~

又由于 ，U
∞

=

+−−=−∞
1

)1,[),(
n

nxnxx

等式右边是 B 中集的可列并，由此知 B 包含一切形如 的集，与上段同理得 .),( x−∞ BB ~
⊃

∴ .BB =
~
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《概率论》计算与证明题 46

第二章 条件概率与统计独立性

1111、字母 M，A，X，A，M 分别写在一张卡片上，充分混合后重新排列，问正好得到顺序 MAAM 的概

率是多少？

2222、有三个孩子的家庭中，已知有一个是女孩，求至少有一个男孩的概率。

3333、若 M 件产品中包含 m 件废品，今在其中任取两件，求：（1）已知取出的两件中有一件是废品的条件

下，另一件也是废品的条件概率；（2）已知两件中有一件不是废品的条件下，另一件是废品的条件概

率；（ 3）取出的两件中至少有一件是废品的概率。

4444、袋中有 a 只黑球，b 吸白球，甲乙丙三人依次从袋中取出一球（取后来放回），试分别求出三人各自

取得白球的概率（ ）。3≥b

5555、从{0，1，2，…，9}中随机地取出两个数字，求其和大于 10 的概率。

6666、甲袋中有 a 只白球，b 只黑球，乙袋中有 吸白球， 吸黑球，某人从甲袋中任出两球投入乙袋，α β

然后在乙袋中任取两球，问最后取出的两球全为白球的概率是多少？

7777、设的 N 个袋子，每个袋子中将有 a 只黑球，b 只白球，从第一袋中取出一球放入第二袋中，然后从第

二袋中取出一球放入第三袋中，如此下去，问从最后一个袋子中取出黑球的概率是多少？

8888、投硬币 n 回，第一回出正面的概率为 c，第二回后每次出现与前一次相同表面的概率为 p，求第 n 回

时出正面的概率，并讨论当 时的情况。∞→n

9999、甲乙两袋各将一只白球一只黑球，从两袋中各取出一球相交换放入另一袋中，这样进行了若干次。以

pn，qn，rn 分别记在第 n 次交换后甲袋中将包含两只白球，一只白球一只黑球，两只黑球的概率。

试导出 pn+1，qn+1，rn+1 用 pn，qn，rn 表出的关系式，利用它们求 pn+1，qn+1，rn+1，并讨论当

时的情况。∞→n

11110000、设一个家庭中有 n 个小孩的概率为

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−

−

≥
= ,0,

1
1

,1,

n
p

ap
nap

p
n

n

这里 。若认为生一个小孩为男孩可女孩是等可能的，求证一个家庭有ppap /)1(0,10 −<<<<

个男孩的概率为 。)1( ≥kk 1)2/(2 +− kk pap

11111111、在上题假设下：（1）已知家庭中至少有一个男孩，求此家庭至少有两个男孩的概率；

（2）已知家庭中没有女孩，求正好有一个男孩的概率。

11112222、已知产品中 96%是合格品，现有一种简化的检查方法，它把真正的合格品确认为合格品的概率为 0.98，

而误认废品为合格品的概率为 0.05，求在简化方法检查下，合格品的一个产品确实是合格品的概率。

11113333、设 A，B，C 三事件相互独立，求证 皆与 C 独立。BAABBA −,,U
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《概率论》计算与证明题 47

11114444、若 A，B，C 相互独立，则 亦相互独立。CBA ,,

11115555、证明：事件 相互独立的充要条件是下列 2n 个等式成立：nAAA ,,, 21 L

，)ˆ()ˆ()ˆ()ˆˆˆ( 2121 nn APAPAPAAAP LL =

其中 取 或 。iÂ iA iA

11116666、若 A 与 B 独立，证明 中任何一个事件与 中任何一个事件是相互独立的。},,,{ ΩAAφ },,,{ ΩBBφ

17171717、对同一目标进行三次独立射击，第一，二，三次射击的命中概率分别为 0.4，0.5，0.7，试求（1）在

这三次射击中，恰好有一次击中目标的概率；（2）至少有一次命中目标的概率。

18181818、设 相互独立，而 ，试求：（1）所有事件全不发生的概率；（2）诸事件中nAAA ,,, 21 L kk pAP =)(

至少发生其一的概率；（3）恰好发生其一的概率。

19191919、当元件 k 或元件 或 都发生故障时电路断开，元件 k 发生故障的概率等于 0.3，而元件 k1，k21k 2k

发生故障的概率各为.2，求电路断开的概率。

22220000、说明“重复独立试验中，小概率事件必然发生”的确切意思。

22221111、在第一台车床上制造一级品零件的概率等于 0.7，而在第二台车床上制造此种零件的概率等于 0.8，

第一台车床制造了两个零件，第二台制造了三个零件，求所有零件均为一级品的概率。

22222222、掷硬币出现正面的概率为 p，掷了 n 次，求下列概率：（1）至少出现一次正面；（2）至少出现两次

正面。

22223333、甲，乙，丙三人进行某项比赛，设三个胜每局的概率相等，比赛规定先胜三局者为整场比赛的优胜

者，若甲胜了第一，三局，乙胜了第二局，问丙成为整场比赛优胜者的概率是多少？

22224444、甲，乙均有 n 个硬币，全部掷完后分别计算掷出的正面数相等的概率。

22225555、在贝努里试验中，事件 A 出现的概率为 p，求在 n 次独立试验中事件 A 出现奇数次的概率。

26262626、在贝努里试验中，若 A 出现的概率为 p，求在出现 m 次 A 之前出现 k 次 A 的概率。

27272727、甲袋中有 只白球和一只黑球，乙袋中有 N 只白球，每次从甲，乙两袋中分别取出一只球并交1−N
换放入另一袋中去，这样经过了 n 次，问黑球出现在甲袋中的概率是多少？并讨论 时的情况 。∞→n

28282828、某交往式计算机有 20 个终端，这些终端被各单位独立操作，使用率各为 0.7，求有 10 个或更多个终

端同时操作的概率。

29292929、设每次射击打中目标的概率等于 0.001，如果射击 5000 次，试求打中两弹或两弹以上的概率。

33330000、假定人在一年 365 日中的任一日出生的概率是一样的，在 50 个人的单位中有两面三刀个以上的人生

于元旦的概率是多少？

33331111、一本 500 页的书，共有 500 个错字，每个字等可能地出现在每一页上，试求在给定的一页上至少有
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《概率论》计算与证明题 48

三个错字的概率。

32323232、某疫苗中所含细菌数服从普阿松分布，每 1 毫升中平均含有一个细菌，把这种疫苗放入 5 只试管中，

每试管放 2 毫升，试求：（1）5 只试管中都有细菌的概率；（2）至少有 3 只试管中有细菌的概率。

33333333、通过某交叉路口的汽车可看作普阿松过程，若在一分钟内没有车的概率为 0.2，求在 2 分钟内有多于

一车的概率。

34343434、若每蚕产 n 个卵的概率服从普阿松分布，参数为 ，而每个卵变为成虫的概率为 p，且各卵是否变λ
为成虫彼此间没有关系，求每蚕养出 k 只小蚕的概率。

35353535、某车间宣称自己产品的合格率超过 99%，检验售货员从该车间的 10000 件产品中抽查了 100 件，发

现有两件次品，能否据此断定该车间谎报合格率？

36363636、在人群中男人患色盲的占 5%，女人患色盲的占 0.25%，今任取一人后检查发现是一个色盲患者，问

它是男人的概率有多大?

37373737、四种种子混在一起，所占的比例是甲：乙：丙：丁=15：20：30：35，各种种子不同的发芽率是： 2%，3%，

4%，5%，已从这批种子中任送一粒观察,结果未发芽，问它是甲类种子的概率是多少?

38383838、对同一目标由 3 名射手独立射击的命中率是 0.4、0.5,和 0.7，求三人同时各射一以子弹而没有一发中

靶的概率?

39393939、有两个袋子，每个袋子装有 a 只黑球，b 只白球，从第一个中任取一球放入第二个袋中，然后从第

二个袋中取出一黑球的概率是多少？

40404040、已知产品中 96%是合格的，现有一种简单的检查方法，它把真正的合格品确认为合格品的概率为 0.98，

而误认废品为合格品的概率为 0.05，求此简化法检查下为合格品的一个产品确实是合格品的概率。

41414141、某射手用 三支枪各向靶射一发子弹，假设三支枪中靶的概率分别为 ，结果恰有, ,A B C 0.4,0.3,0.5

两弹中靶，问 枪射中的概率为多少?A
42424242、已知产品中 96%是合格的，现有一种简化的检查方法，它把真正的合格品确认为合格品的概率为 0.98，

而误认废品为合格品的概率为 0.05,求此简化法检查下为合格品的一个产品确实是合格品的概率。

43434343、设第一个盒子中有两个白球和一个黑球，第二个盒中有三个白球和一个黑球，第三个盒子中有两个

白球和两个黑球。此三个盒子外形相同，某人任取一个盒子，再从中任取一个球，求他取得白球的

概率。

44444444、用血清蛋白的方法诊断肝癌，令 “被检查者患有肝癌”， “判断被检查者患有肝癌”。设C = A =

现有一个人诊断患有肝癌，求他确有肝癌的概率。( ) 0.0004,  ( / ) 0.95, ( / ) 0.90,P C P A C P A C= = =

45454545、一批零件共 100 个，次品有 10 个。每次从其中任取 1 个零件，菜取 3 次，取出后不放回。示第 3
次才取得合格品的概率。

46464646、10 个零件中有 3 个次品，7 个合格品，每次从其中任取 1 个零件，共取 3 次，取后不放回。求：（1）

这 3 次都抽不到合格品的概率；（2）这 3 次至少有 1 次抽到合格品的概率。

47474747、一批产品中有 15%的次品。进行独立重复抽样检查，问取出的 20 个样品中最大可能的次品数是多

少？并求其概率。

48484848、一电话交换台每分钟的呼唤次数服从参数为 4 的泊松分布。求（1）每分钟恰有 6 次呼唤的概率；（2）

每分钟呼唤次数不超过 10 的概率。
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《概率论》计算与证明题 49

49494949、有一汽车站有大量汽车通过，设每辆汽车在一天某段时间出事故的概率为 0.0001。在某天该段时间

内有 1000 辆汽车通过，求事故次数不少于的概率。

50505050、某商店出售某种贵重物品，根据以往的经验，每月销售量 服从参数 的泊松分布。问在月初X 4λ =
进货时，要库存多少件才能以 99。2%的概率充分满足顾客的需要？

51515151、从某厂产品中任取 200 件，检查结果发现其中有 4 件废品。我们能否认为该产品的废品率不超过

0.005？

52525252、若 是三个独立的事件，则 亦是独立的。, ,A B C A B C. .

53535353、设 P(A)>0，若 A 与 B 相互独立,则 P(B| =P(B)。A )

54545454、若 相互独立，则 和 及 与 亦独立。, ,A B C A B∪ C -A B C

55555555、设 P(A)>0, P(B)>0， 证明 A 和 B 相互独立与 A 和 B 互不相容不能同时成立。

56565656、求证：如果 ，则 。( | ) ( )P A B P A> ( | ) ( )P B A P B>

57575757、证明：若事件 与事件 相互独立，则事件 与事件 相互独立。A B A B

58585858、设 A，B，C 三事件相互独立，求证 皆与 C 独立。BAABBA −,,U

59595959、若 A，B，C 相互独立，则 亦相互独立。CBA ,,

60606060、若 A 与 B 独立，证明 中任何一个事件与 中任何一个事件是相互独立的。},,,{ ΩAAφ },,,{ ΩBBφ

第二章 解答

1111、解：自左往右数，排第 i 个字母的事件为 Ai，则

，
4
2)(,

5
2)( 121 == AAPAP

2
1)(,

3
1)( 1234123 == AAAAPAAAP

。1)( 12345 =AAAAAP

所以题中欲求的概率为
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( ) ( ) ( ) ( )12345123412312154321 )()( AAAAAPAAAAPAAAPAAPAPAAAAAP =
30
11

2
1

3
1

4
2

5
2

=⋅⋅⋅⋅=

2222、解：总场合数为 2  3=8。设 A={三个孩子中有一女}，B={三个孩子中至少有一男}，A 的有利场合

数为 7，AB 的有利场合为 6，所以题中欲求的概率 P（B|A）为

.( )
7
6

8/7
8/6

)(
)(

===
AP
ABPABP

3333、解：（ 1111）M 件产品中有 m 件废品， 件正品。设 A={两件有一件是废品}，B={两件都是废品}，mM −

显然 ，则 ，BA ⊃ ( ) 2211 /)( mmmMm CCCCAP += −
22 /)( Mm CCBP =

题中欲求的概率为

.)(/)()(/)()|( APBPAPABPABP ==
12

1
/)(

/
2211

22

−−
−

=
+

=
− mM

m
CCCC

CC

MmmMm

Mm

（ 2222）设 A={两件中有一件不是废品 }，B={两件中恰有一件废品 }，显然 ，则AB ⊂

.( ) ,/)( 2112
MmMmmM CCCCAP −− += 211 /)( MmMm CCCBP −=

题中欲求的概率为

.)(/)()(/)()|( APBPAPABPABP ==
1

2
/)(

/
2112

211

−+
=

+
=

−−

−

mM
m

CCCC
CCC

MmMmmM

MmMm

（3333）P{取出的两件中至少有一件废品}= .( )
)1(

)12(/ 2211

−
−−

=+− MM
mMmCCCC MmmMm

4444、解：A={甲取出一球为白球}，B={甲取出一球后，乙取出一球为白球}，C={甲，乙各取出一球后，

丙取出一球为白球}。则 甲取出的球可为白球或黑球，利用全概率公式得
)(

)(
ba

aAP
+

=

)|()()|()()( ABPAPABPAPBP +=
ba

b
ba
b

ba
a

ba
b

ba
b

+
=

−+
⋅

+
+

−+
−

⋅
+

=
11

1

甲， 乙取球的情况共有四种，由全概率公式得

)|()()|()()|()()|()()( BACPBAPBACPBAPBACPBAPABCPABPCP +++=

2
1

)1)((2
2

)1)((
)1(

−+
−

⋅
−++

+
−+

−
⋅

−++
−

=
ba
b

baba
ab

ba
b

baba
bb
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2)1)((
)1(

2
1

)1)(( −+
⋅

−++
−

+
−+

−
⋅

−++
+

ba
b

baba
aa

ba
b

baba
ab

.
ba

b
bababa

babab
+

=
−+−++

−+−+
=

)2)(1)((
)2)(1(

5555、解：设 B={两数之和大于 10}，Ai={第一个数取到 i}， 。则 ，9,,1,0 L=i
10
1)( =iAP

;5,3,2,9/)1()|(,0)|()|( 10 L=−=== iiABPABPABP i ,9/)2()|( −= jABP j

。由全概率公式得欲求的概率为9,8,7,6=j

.∑
=

===
9

0
356.0

45
16)|()()(

i
ii ABPAPBP

6666、解：设 A1={从甲袋中取出 2 只白球}，A2={从甲袋中取出一只白球一只黑球}，A3={从甲袋中取出 2
只黑球}，B={从乙袋中取出 2 只白球}。则由全概率公式得

)()|()()|()()|()( 332211 APABPAPABPAPABPBP ++=

.2
2

2

22

2
2

2

2
1

11

2
2

2

2
2

2

++++++

+

+++

+ ++=
βαβα

α

βα CC
Cc

CC
CCc

cc
CC

ba

ab

ba

ba

BA

aa

7777、解：A1={从第一袋中取出一球是黑球}，……，Ai={从第一袋中取一球放入第二袋中，…，再从第

袋中取一球放入第 i 袋中，最后从第 i 袋中取一球是黑球}， 。则1−i Ni ,,1L=

.
)(

)(,)( 11 ba
bAP

ba
aAP

+
=

+
=

一般设 ，则 ，得
)(

)(
ba

aAP k +
=

)(
)(

ba
bAP k +

=

.
)(

)()|()()|()( 111 ba
aAPAAPAPAAPAP kkkkkkk +

=+= +++

由数学归纳法得 .
)(

)(
ba

aAP N +
=
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《概率论》计算与证明题 52

8888、解：设 Ai={第 i 回出正面}，记 ，则由题意利用全概率公式得)( ii APp =

)()|()()|()( 111 iiiiiii APAAPAPAAPAP +++ +=

。)1()12()1)(1( 111 ppppppp −+−=−−+=

已知 ，依次令 可得递推关系式cpi = 1,,2,1 L−−= nni

),1()12( 1 pppP nn −+−= − ,),1()12( 21 LpppP nn −+−= −−

).1()12()1()12( 12 pcppppP −+−=−+−=

解得

,)12(])12()12()12(1)[1( 122 −− −+−++−+−+−= nn
n pcppppP L

当 时利用等比数列求和公式得1≠p

（*）1
1

)12(
)12(1

)12(1)1( −
−

−+
−−
−−

−= n
n

n pc
p
ppp .)12()12(

2
1

2
1 11 −− −+−−= nn pcp

（1）若 ，则 ；1=p CpCp nnn =≡
∞→

lim,

（2）若 ，则当 时， ；当 时， 。0=p 12 −= kn cpn = kn 2= cpn −= 1

若 ，则
2
1

=c
2
1lim,

2
1

=≡
∞→ nnn pp

若 ，则 不存在。1
2
1

≠c nn
pcc

∞→
−≠ lim,1

（3）若 ，则由（*）式可得10 << p

.
2
1)12()12(

2
1

2
1limlim 11 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+−−= −−

∞→∞→

nn

nnn
pcpp

9999、解：令 分别表示第 i 次交换后，甲袋中有两只白球，一白一黑，两黑球的事件，则由全概iii CBA ,,

率公式得

)|()()|()()|()()( 11111 nnnnnnnnnnn CAPCPBAPBPAAPAPAPp +++++ ++==

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学霸助手[xuebazhushou.com]-课后答案|期末试卷|复习提纲



《概率论》计算与证明题 53

，nnnn qrqp
4
10

4
10 =⋅++⋅=

)|()()|()()|()()( 11111 nnnnnnnnnnn CBPCPBBPBPABPAPBPq +++++ ++==

，,
2
11

2
11 nnnnnn rqprqp ++=⋅++⋅=

)|()()|()()|()()( 11111 nnnnnnnnnnn CCPCPBCPBPACPAPCPr +++++ ++==

.nnnn qrqp
4
10

4
10 =⋅++⋅=

这里有 ，又 ，所以 ，同理有 ，再由11 ++ = nn rp 1111 =++ +++ nnn rqp 11 21 ++ −= nn pq nn pq 21−=

得 。所以可得递推关系式为nn qp
4
1

1 =+ )21(
4
1

1 nn pp −=+

，

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−==

++

++

11

11

21

)21(
4
1

nn

nnn

pq

ppr

初始条件是甲袋一白一黑，乙袋一白一黑，即 ，由递推关系式得1,0 000 === qrp

nnnn pppr
2
1

4
1)21(

4
1

11 −=−== ++ L=+−=−−= −− 11 4
1

8
1

4
1)

2
1

4
1(

2
1

4
1

nn pp

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

=
−

+
−

++−=

+

+

+

+

+

2
11

2
11

4
1

2
)1(

2
)1(

2
1

2
1

1

1
0

1

2

2

32

n

n

n

n

n p
L

，

21
1

2
1

3
1)1(

6
1

2
1)1(1

6
1 ++

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅−+=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−−=

n
n

n
n

.
1

1
11 2

1
3
1)1(

3
221

+
+

++ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅−+=−=

n
n

nn pq

.
3
2lim,

6
1limlim ===

∞→∞→∞→ nnnnnn
qrp
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《概率论》计算与证明题 54

10101010、解：设 An={家庭中有 n 个孩子}，n=0,1,2,…，B={家庭中有 k 个男孩}。注意到生男孩与生女孩是等

可能的，由二项分布 得)
2
1( =p

.
2
1

2
1

2
1)|(

n
k
n

knk
k
nn CCABP ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−

由全概率公式得

（其中 ）∑∑
∞

=

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

kn

n
k
nn

kn
nn CapABPAPBP

2
1)|()()( ∑

∞

=

+

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0

1
1

1 2i

k

k
pCa kni −=

∑
∞

=
+ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

0

1
1

1 22 i
k

k pCpa .
)2(

2
2

1
2 1

`1

+

−−

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= k

kkk

p
apppa

11111111、解：（1）设 A={至少有一男孩}，B={至少有 2 个男孩}。 ，由 得BABBA =⊃ , 1
)2(

0 <
−

<
p

p

,
)1)(2(

)2(
1

)2(
2

2
)2(

2)(
1

1 pp
ap

p
p
p

p

p
a

p
apAP

k
k

k

−−
=

−
−
−

⋅
−

=
−

=∑
∞

=
+

,22

22

2

2
1 )1()2(

)2(
1

)2(
2

2
)2(

2)(
pp

ap

p
p
p

p

p
a

p
apBP

k
k

k

−−
=

−
−
−

⋅
−

=
−

=∑
∞

=
+

.
p

p
AP
BP

AP
ABPABP

−
===

2)(
)(

)(
)()|(

（2）C={家中无女孩}={家中无小孩，或家中有 n 个小孩且都是男孩，n 是任意正整数}，则

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

−
−=

1 2
1

1
1)(

a

n
nap

p
apCP

)2)(1(
32

21
1

2
1

2
1

1
2

pp
papp

p
ap

p
ap

p

ap

p
ap

−−
+−−

=
−

+
−

−=
−

+
−

−=
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《概率论》计算与证明题 55

A 1 ={家中正好有一个男孩}={家中只有一个小孩且是男孩}，则 ，且apapAP
2
1

2
1)( 1 =⋅=

，CA ⊂1

所以在家中没有女孩的条件下，正好有一个男孩的条件概率为

.
)(
)(

)(
)(

)|( 11
1 CP

AP
CP
CAPCAP ==

)32(2
)2)(1(

)2)(1(
322

1
22 papp

ppap

pp
papp

ap
+−−
−−

=

−−
+−−

=

12121212、 解 ： 设 A={ 产 品 确 为 合 格 品 } ， B={ 检 查 后 判 为 合 格 品 } 。 已 知 ，98.0)|( =ABP

，求 。由贝叶斯公式得96.0)(05.0)|( == APABP ， )|( BAP

)|()()|()(
)|()(

)(
)()|(

ABPAPABPAP
ABPAP

BP
ABPBAP

+
==

.9979.0
9428.0
9408.0

05.004.098.096.0
98.096.0

==
×+×

×
=

13131313、证：（1111） )())(( BCACPCBAP UIU = )()()( ABCPBCPACP −+=

)()()()()()()( CPBPAPCPBPCPAP −+=

，)()()]()()()[( BAPCPABPBPAPCP U=−+=

∴ 与 C 独立。BAU

（2222） )()()()()()( CPABPCPBPAPABCP ==

∴AB 与 C 独立。

（3333） ))(()())(( BACPCBAPCBAP −Ω==− )()( ABCPACP −=

)()()()()( CPBPAPCPAP −=

，)()()]()()[( BAPCPABPAPCP −=−=

∴ 与 C 独立。BA −
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《概率论》计算与证明题 56

14141414、证： )(1)()( BAPBAPBAP UU −== )])()([1 PABBPAP −+−=

))(1))((1()()()()(1 BPAPBPAPBPAP −−=+−−=

，)()( BPAP=

同理可证 ,)()()( CPAPCAP =

.)()()( CPBPCBP =

又有

)(1)()( CBAPCBAPCBAP UUUU −==

[ ])()()()()()()(1 ABCPBCPACPABPCPBPAP +−−−++−=

++++−−−= )()()()()()()()()(1 CPBPCPAPBPAPCPBPAP

)()()( CPBPAP−

，))(1))((1))((1( CPBPAP −−−= )()()( CPBPAP=

所以 相互独立。CBA ,,

15151515、证：必要性。事件 相互独立，用归纳法证。不失为一般性，假设总是前连续 m 个集 取nAAA ,,, 21 L iÂ

的形式。当 时，iA 1=m

)()()()( 11221 nnnn AAPAAPAAPAAAP LLLL −−=

。)()()()( 12 nn ApAPAPAP LL −= )()()( 21 nAPAPAP L=

设当 时有km =

,)()()()( 1111 nkknkk AAPAPAPAAAAP LLLL ++ =

则当 时1+= km

)()()( 1121211 nkknkknkk AAAAPAAAAPAAAAP LLLLLL ++++ −=

)()()()()()()()( 1121 nkknkk APAPAPAPAPAPAPAP LLLL ++ −=

)()())(1)(()( 211 nkkk APAPAPAPAP LL ++−=
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《概率论》计算与证明题 57

)()()()()( 211 nkkk APAPAPAPAP LL ++=

从而有下列 2n式成立：

,)ˆ()ˆ()ˆ()ˆˆˆ( 2121 nn APAPAPAAAP LL =

其中 取 或 。iÂ iA iA

充分性。设题中条件成立，则

, (1))()()( 11 nn APAPAAP LL =

. (2))()()()( 1111 nnnn APAPAPAAAP −− = LL

∵ ,φ=−− nnnn AAAAAA 1111 LIL

∴ .)()( 111111 nnnnn AAAAAAPAAP −−− = LULL

(1)+(2)得 。 (3))()()( 1111 −− = nn APAPAAP LL

同理有

,)()()()()( 121121 nnnnnn APAPAPAPAAAAP −−−− = LL

)()()()()( 121121 nnnnnn APAPAPAPAAAAP −−−− = LL

两式相加得

. （4）)()()()( 121121 −−−− = nnnn APAPAPAAAP LL

(3)+(4)得

。)()()()( 22121 −− = nn APAPAPAAP LL

同类似方法可证得独立性定义中 个式子，12 +− nn

∴ 相互独立。nAA ,,1 L

16、证： ),()(00)()( φφφφφ PPPP =×==

),()(1)(),()(0)( ΩΩ==ΩΩΩ==Ω PPPPPP φφ

),()()()( BPPBPBP Ω==Ω
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《概率论》计算与证明题 58

),()()()( APPAPAP Ω==Ω

)()()( BPAPBAP =

)()()()()()()( BPAPAPABPAPABAPBAP −=−=−=

，)()())(1)(( BPAPBPAP =−=

同理可得 。证毕。)()()( BPAPBAP =

17 、 解 ： P{ 三 次 射 击 恰 击 中 目 标 一

次} 7.0)5.01)(4.01()7.01(5.0)4.01()7.01)(5.01(4.0 −−+−−+−−=

36.0=

P{至少有一次命中}=1-P{未击中一次} 91.0)7.01)(5.01)(4.01(1 =−−−−=

18、解：（1）P{所有的事件全不发生} 。}{ 1 nAAP L= ∏
=

−==
n

k
kn pAPAP

1
1 )1()()( L

（2）P{至少发生其一} )( 1 nAAP ULU=

。∏
=

−−=−=
n

k
nnn pAAPAAP

1
11 )1(1)(1)( LL

（3）P{恰好发生其一} +−−−+−−= )1()1()1()1()1( 32121 nn ppppppp LL

nn ppp )1()1( 11 −−−++ LL

。∑ ∑ ∏
= ≥>≥ =

−−++−=
n

i ijn

n

i
i

n
jii pnppp

1 1 1

1)1(2 L

19、解：本题中认为各元件发生故障是相互独立的。记 ={元件 发生故障}， ={元件 发生故障}，0A k 1A 1k

={元件 发生故障}。则2A 2k

P{电路断开} )()()()( 210210210 AAAPAAPAPAAAP −+== U

。328.02.02.03.02.02.03.0 =××−×+=
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《概率论》计算与证明题 59

20、解：以 表事件“A于第 k 次试验中出现”， ，由试验的独立性得，前 n次试验中 A 都kA ε=)( kAP

不出现的概率为

。)()()()( 2121 nn APAPAPAAAP LL = n)1( ε−=

于是前 n 次试验中，A至少发生一次的概率为

。)(1)1(1)(1 21 ∞→→−−=− nAAAP n
n εL

这说明当重复试验的次数无限增加时，小概率事件 A 至少发生一次的概率可以无限地向 1 靠近，

从而可看成是必然要发生的。

21、解：我们认为各车床或同一车床制造的各个零件的好坏是相互独立的，由此可得

。2509.07.08.0}{ 23 =×=所有零件均为一级品P

22222222、解：利用二项分布得 。
npnPP )1(1}{1}{ −−=−= 次全部出现反面至少出现一次正面

。
11 )1()1(1}{ −−−−−= n

n
n ppCpP 至少出现两次正面 1)1()1(1 −−−−−= nn pnpp

23232323、 解 ：（ 1 ） 设 A ， B ， C 分 别 表 示 每 局 比 赛 中 甲 ， 乙 丙 获 胜 的 事 件 ， 这 是 一 个

的多项分布。欲丙成为整场比赛的优胜者，则需在未来的三次中，丙获胜
3
1)()()( === CPBPAP

三次；或在前三次中，丙获胜两次乙胜一次，而第四次为丙获胜。故本题欲求的概率为

。

02003
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24242424、解：利用两个的二项分布，得欲副省长的概率为

∑
=

=
n

i
i,iPp

0
}{ 次正面乙掷出次正面甲掷出

。
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2
1

2
1

2
1 −−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∑

ni
i
n

nin

i

i
n CC ∑

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n

i

n
n
n

i
n

n

CC
0

2

2
2

2

2
1)(

2
1

25252525、解：事件 A 出现奇数次的概率记为 b，出现偶数次的概率记为 a，则

，L++= −22200 n
n

n
n qpCqpCa
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《概率论》计算与证明题 60

。L++= −− 33311 n
n

n
n qpCqpCb

利用 ，可解得事件 A 出现奇数次的概率为
nn pqbaqpba )(,1)( −=−=+=+

。[ ] nn pqpb )21(
2
1

2
1)(1

2
1

−−=−−=

顺便得到，事件 A 出现偶数次的概率为 。
npa )21(

2
1

2
1

−+=

26262626、解：事件“在出现 m 次 之前出现 k 次 A”，相当于事件“在前 次试验中出现 k 次 A，A 1−+mk

次 ，而第 次出现 ”，故所求的概率为1−m A km + A

mkk
mk

mkk
mk qpCqqpC 1

1
1 −+

−
−+ =⋅

注：对事件“在出现 m 次 之前出现 k 次 A”，若允许在出现 m 次 之前也可以出现 次 A，A A 1+k

次 A 等，这就说不通。所以，事件“在出现 m 次 之前出现 k 次 A”的等价事件，是“在出2+k A

现 m 次 之前恰出现 k 次 A”。而对事件“在出现 m 次 之前出现 k 次 A 之前”（记为 B）就不一A A

样，即使在出现 m 次 之前出现了 次 A， 次 A 等，也可以说事件 B 发生，所以事件 BA 1+k 2+k

是如下诸事件的并事件：“在出现 m 次 之前恰出现 i 次 A”， 。A L,1, += kki

27272727、解：设 {经 n 次试验后，黑球出现在甲袋中}， {经 n 次试验后，黑球出现在乙袋中}，=nA =nA

{ 第 n 次 从 黑 球 所 在 的 袋 中 取 出 一 个 白 球 } 。 记=nC ),( nn APp =

。当 时，由全概率公式可得递推关系式：L,2,1,0,1)( =−== npAPc nnn 1≥n

)()|(_)()|( 1111 −−−−= nnnnnnn APAAPAPAAPp

)()|()()|( 1111 −−−− += nnnnnn APACPAPACP

,
N

q
N
Np nn

11
11 ⋅+

−
⋅= −− )1(11

11 −− −+
−

= nn p
N

p
N
N

即 。)1(12
1 ≥+

−
= − n

N
p

N
Np nn
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《概率论》计算与证明题 61

初始条件 ，由递推关系式并利用等比级数求和公式得10 =p

nn

n N
N

N
N

NN
N

NN
p ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++
−

⋅+=
− 221211 1

L

。n

n

N
N

N
N

N
N

N

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−

=
221

211
n

N
N

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+=
2

2
1

2
1

若 ，则 时 ，当 时 。1=N 12 += kn 0=p kn 2= 1=np

若 ，则对任何 n 有 。2=N
2
1

=np

若 ，则 （N 越大，收敛速度越慢）。2>N
2
1lim =

∞→ nn
p

28282828、解：P={有 10 个或更多个终端同时操作}=P{有 10 个或不足 10 个终端不在操作}

。∑
=

− ==
10

0

20
20 9829.0)7.0()3.0(

j

jjjC

29292929、解：利用普阿松逼近定理计算 ，则打中两弹或两终以上的概率为5001.05000 =×=λ

001.0)999.0(5000)999.0(1 49995000 ×−−=p 9596.051 55 =−−≈ −− ee

30303030、解：事件“有两个以上的人生于元旦”的对立事件是“生于元旦的人不多于两个”利用 的
365
1

−p

二项分布得欲求的概率为

1502

50 365
11

365
11

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ∑

i
iCp

。00037.0
365

364)492536450364(1
50

482

=
×+×+−

=

31313131、解：每个错字出现在每页上的概率为 ，500 个错字可看成做 500 次努里试验，利用普阿松
500
1

=p
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《概率论》计算与证明题 62

逼近定理计算， ，得1
500
1500 =×=λ

P{某页上至少有三个错字}= 1-P{某页上至多有两个错字}−1

∑
=

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

2

0

1500
1
500 500

11
500
11

i

i

C

.0803.0)
2
1(1 111 =++−≈ −−− eee

32323232、解：每一毫升平均含一个细菌，每 2 毫升含 2 个，所以每只试管中含有细菌数服从 的普阿松2=λ
分布。由此可得

P{5 个试管中都有细菌} ；4833.0)1( 52 =−= −e

P{至少有三个试管中有细菌} .∑
=

−−− =−=
5

2

5221
5 9800.0)()1(

i

ii eeC

计算时利用了 的二项分布。
21 −−= ep

33333333、解：设一分钟内通过某交叉路口的汽车数服从 的普阿松分布，则λ

P{1 分钟内无车} 20201 .ln,.e i −=== − λλ 611.=

由此得，2 分钟内通过的汽车数服从 的普阿松分布，从而 2 分钟内多于一车的2232 .i =×= λλ

概率为

.83102231 223223 .e.ep .. =×−−= −−

34343434、解：若蚕产 i 个卵，则这 i 个卵变为成虫数服从概率为 的二项分布，所以in,p =

P{蚕养出 n 只小蚕} kkk
i

ki

i

ppCe
i

−−
∞

=

−=∑ 1)1(
!

λλ )kim −=（令

λ
λ

λ
λ −

∞

=

+−

∑ =−= ep
k

p
mk

ep k

M

m
mkk

)(
!

1)1(
!! 0

35353535、解：假设产品合格率 ，不妨设 。现从 10000 件中抽 100 件，可视为放回抽样。99.0≥p 99.0=p

而 100 件产品中次品件数服从二项分布，利用普阿松逼近定理得，次品件数不小于两件的概率为
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《概率论》计算与证明题 63

2642.0199.001.0100)99.0(1 1199100 =−−≈××−−= −− eep

此非小概率事件，所以不能据此断定该车间谎报合格率。（注意，这并不代表可据此断定，该车间没

有谎报合格率。）

36363636、解: 设 {任取一人是男性} {任取一人是女性} {任取一人检查患色盲} A =  B =  C =

则
1( ) ( )
2

P A P B= = ( | ) 0.05   ( | ) 0.0025 P C A P C B= =

故所求概率为 由 bayes 公式可得( | )P A C ( ) ( | ) 20( | )
( ) ( | ) ( ) ( | ) 21

P A P C AP A C
P A P C A P B P C B

⋅
= =

+

37373737、解：设 分别表示任取一粒种子属于甲、已、丙、丁的事件。, , ,A B C D

而 表示任取一粒种子，它不发芽的事件，则E

( ) 0.15   ( ) 0.20   ( ) 0.30  ( ) 0.35 P A P B P C P D= = = =

又 ( | ) 0.02  ( | ) 0.03   ( | ) 0.04  ( | ) 0.05P E A P E B P E C P E D= = = =

由 Bayes 公式，所求概率

( ) ( | ) 6( | )
( ) ( | ) ( ) ( | ) 73

P A P E AP A E
P A P E A P D P E D

= =
+ +L

38383838、解：记 ={第 i 名射手射中目标}，则A i P A P A P A( ) . , ( ) . , ( ) .1 2 30 4 0 5 0 7= = =

相互独立。Q A A A1 2 3, ,

所求概率∴ P A A A（ 1 2 3 1 0 4 1 0 5 1 0 7 0 09) ( . )( . )( . ) .= − − − =

39393939、解：设从第一个袋子摸出黑球 A，从第二个袋中摸出黑球为 B，则

P A a
a b

( ) =
+

P A b
a b

( ) =
+

P B A a
a b

( | ) = +
+ +

1
1

P B A a
a b

( | ) =
+ +1

由全概公式知:

P B P B A P A P B A P A a
a b

( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )= + =
+

40404040、解： 设 A 表示其合格品，设 B 表示被认为是合格品, 则
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《概率论》计算与证明题 64

( ) 0.96, ( ) 0.04,P A P A= = ( | ) 0.98, ( | ) 0.05P B A P B A= =

由贝叶斯公式

( | ) ( ) 0.98 0.96( | ) 0.9979
( | ) ( ) ( | ) ( ) 0.98 0.96 0.04 0.05

P B A P AP A B
P B A P A P B A P A

×
= = =

+ × + ×

41414141、解：设 {恰有两弹中靶}， {A 击中} 则A = B =

( )( | )
( )

P BAP B A
P A

= = 0 4 0 3 05 0 4 0 7 05
0 4 0 3 05 0 4 05 0 7 0 6 0 3 05

20
29

. . . . . .
. . . . . . . . .

× × + × ×
× × + × × + × ×

=

42424242、解：设 {被检查的产品被认为是合格品} {被检查的产品确实是合格品}A = B =

则 ( ) 0.96 P B = ( ) 0.04P B = ( | ) 0.98P A B = ( | ) 0.05P A B =

故
( ) ( | )( | )

( ) ( | ) ( ) ( | )
P B P A BP B A

P B P A B P B P A B
=

+

0.96 0.98 0.998
0.96 0.98 0.04 0.05

×
= =

× + ×

43434343、解：
3

1

( ) ( ) ( / )i i
i

p B P A p B A
=

=∑ 1 2 3 2( )
3 3 4 4

= + +
23
36

=

44444444、解：
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

AP C P CCP A A AP C P P C PC C
=

+
0.0004 0.95

0.0004 0.95 0.9996 0.1
×

=
× + ×

0.0038=

45454545、解：第 3 次才取得合格品，意味着前 2 次取得的是次品。记 {第 1 次取得次品} ， {第 21A = 2A =

次取得次品}， {第 3 次取得合格品}。所求概率论为3A =

1 2 3 1 2 1 3 1 2
10 9 90( ) ( ) ( | ) ( | ) 0.00835
100 99 98

p P A A A P A P A A P A A A= = = × × ≈

46464646、解：（ 1）记 {第 1 次取得次品}， {第 2 次取得次品}， {第 3 次取得次品}，则1A = 2A = 3A =

1 1 2 3 1 2 1 3 1 2( ) ( )( | ) ( | )p P A A A P A A A P A A A= =
3 2 1 6 0.0083

10 9 8 720
= × × = ≈

（2）“3 次至少有 1 次抽到合格品”的对立事件是“3 次都抽不到合格品 ”，故
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《概率论》计算与证明题 65

2 11 0.9917p p= − ≈

47474747、 解： 。当 时， 取得最大20, 0.15n p= = ( ) [ ] [ ]1 21 0.15 3.15 3i n p= + = × = =⎡ ⎤⎣ ⎦
i i n i

i np C p q −=

值。

2 3 17
3 20 0.15 0.85 1140 0.003375 0.063113 0.2428p C= × × = × × =

48484848、解：（1）设 为每分钟呼唤次数，则 。故X ~ (4)X P { }
6

446 0.1042
6!

P X e−= = ≈

（2） { } 4

11

410 1 { 1} 1 { 11} 1
!

i

i
P X P X P X e

i

∞
−

=

≤ = − > = − ≥ = −∑

查附表 2，得 ，故{ 11} 0.00284P X ≥ = { }10 1 0.00284 0.99716P X ≤ = − =

49494949、解： 。设事故次数为 ，则 。因 较大， 很小，0.0001, 1000p n= = X ~ (1000,0.0001)X B n p

， 近似服从泊松分布 ，故0.1np = X (0.1)P

{ } 0.1

2

0.12 1 { 0} { 1}
!

i

i
P X e P X P X

i

∞
−

=

≥ = = − = − =∑ 0.1 0.1 0.11 0.1 1 1.1 0.00468e e e− − −= − − = − ≈

50505050、解：设每月初库存 件。依题意大利k 44{ } 0,1,2,
!

i

P X i e i
i

−= = = L

0

4{ } 0.992
!

ik
i

i
P X k e

i
−

=

≤ = ≥∑

即要求 ，使得k 4

1

4 0.008
!

i

i k
e

i

∞
−

= +

≤∑

查附表 2，当 时，1 10k + =

51515151、解：若该工厂的废品率不大于 0.005，则检查 200 件产品发现 4 件废品的概率应该不大于

4 4 100
200 0.005 0.995p C= × ×

用泊松定理作近似计算 200 0.005 1λ = × =
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《概率论》计算与证明题 66

得 。
4 11 0.0153
4!
ep
−

≈ =

这一概率很小。根据实际推断原理，这一小概率事件实际上不太会发生，故不能相信该工厂的废品

率不超过 0.005。

52525252、证: Q A B C P AB P A P B, , , ( ) ( ) ( )独立 ∴ = ⋅

从而由 得P B P AB P AB( ) ( ) ( )= + ( ) ( ) ( )P AB P A P B= ⋅

故 与 独立，同理可证 独立，也可证 独立。A B , ,A B B C A C与 与 与 A C与

另一方面: Q P ABC P A P B P C( ) ( ) ( ) ( )=

∴ = −P ABC P BC P ABC( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )P B P C P AC P ABC= − +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P B P C P A P C P AB P ABC= − ⋅ + −

证毕( ) ( ) ( )P A P B P C= ⋅ ⋅

53535353、证： 独立 从而,A BQ ( ) ( ) ( )P AB P A P B∴ = ⋅ ( ) ( ) ( )P AB P A P B= ⋅

由条件概率公式
( ) ( ) ( )( | ) ( )
( ) ( )

P AB P A P BP B A P B
P A P A

⋅
= = =

54545454、证：因为 相互独立，所以, ,A B C ( ) ( ) ( )  ( ) ( )( )p AB p A P B p BC P B C= =

( ) ( )(  )    ( ) ( )( )( ) P AC P A C P ABC P A B C= =

∴ ∪ ∩ = ∪ = + −
= + − = ∪

∩

= = −
= −

= − =

−

−

P A B C P AC BC P A P C P B P C P ABC
P A P B P A P B P C P A B P C

P A B C

P AC B P AC P ABC
P A P C P A P B P C

P A P B P C P A P B P C

(( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( )
(( \ ) )

( ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ( )) ( ) ( ) ( ) ( )1 = P A B P C( \ ) ( )
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《概率论》计算与证明题 67

55555555、证：若 与 相互独立，即 ，从而 ，于是 与 相容。反之,A B  ( )  ( ) ( )P AB P A P B= ( ) 0P AB > A B

若 与 互不相容, 即A B ( )  0P AB =

则 于是 与 不相互独立.( ) ( ) ( ) 0P AB P A P B≠ > A B

56565656、证： 由 那么:( | ) ( )P A B P A> P AB P A B P B P A P B( ) ( | ) ( ) ( ) ( )= >

于是 P B A P AB
P A

P B( | ) ( )
( )

( )= >

57575757、证：若事件 与 独立，则A B ( ) ( ) ( ) P AB P A P B=

( ) ( ) 1 ( )P AB P A B P A B= ∪ = − ∪

 1- ( ( ) ( ) - ( )    P A P B P AB= +

 1- ( ) - ( ) ( ) ( )             P A P B P A P B= +

(1- ( ))(1- ( )) P A P B=

( ) ( )P A P B=

58585858、证：（1111） )())(( BCACPCBAP UIU = )()()( ABCPBCPACP −+=

)()()()()()()( CPBPAPCPBPCPAP −+=

，)()()]()()()[( BAPCPABPBPAPCP U=−+=

∴ 与 C 独立。BAU

（2222） )()()()()()( CPABPCPBPAPABCP ==

∴AB 与 C 独立。

（3333） ))(()())(( BACPCBAPCBAP −Ω==− )()( ABCPACP −=

)()()()()( CPBPAPCPAP −=

，)()()]()()[( BAPCPABPAPCP −=−=
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《概率论》计算与证明题 68

∴ 与 C 独立。BA −

59595959、证： )(1)()( BAPBAPBAP UU −== )])()([1 PABBPAP −+−=

))(1))((1()()()()(1 BPAPBPAPBPAP −−=+−−=

，)()( BPAP=

同理可证 ,)()()( CPAPCAP =

.)()()( CPBPCBP =

又有

)(1)()( CBAPCBAPCBAP UUUU −==

[ ])()()()()()()(1 ABCPBCPACPABPCPBPAP +−−−++−=

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P C P A P B P A P C P B P C= − − − + + +

)()()( CPBPAP−

，))(1))((1))((1( CPBPAP −−−= )()()( CPBPAP=

所以 相互独立。CBA ,,

60606060、证： ),()(00)()( φφφφφ PPPP =×==

),()(1)(),()(0)( ΩΩ==ΩΩΩ==Ω PPPPPP φφ

),()()()( BPPBPBP Ω==Ω

),()()()( APPAPAP Ω==Ω

（见本章第 17 题），)()()( BPAPBAP =

)()()()()()()( BPAPAPABPAPABAPBAP −=−=−=

，)()())(1)(( BPAPBPAP =−=

同理可得 。证毕。)()()( BPAPBAP =
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第三章 随机变量与分布函数

1、直线上有一质点，每经一个单位时间，它分别以概率 或 向右或向左移动一格，若该质点在时刻p p−1

0 从原点出发，而且每次移动是相互独立的，试用随机变量来描述这质点的运动（以 表示时间 n 时nS

质点的位置）。

2、设 为贝努里试验中第一个游程（连续的成功或失败）的长，试求 的概率分布。ξ ξ

3333 、 c 应 取 何 值 才 能 使 下 列 函 数 成 为 概 率 分 布 ：（ 1 ） （ 2 ）;,,2,1,)( Nk
N
ckf L==

。,,2,1,
!

)( L== k
k

ckf
kλ 0>λ

4、证明函数 是一个密度函数。)(
2
1)( || ∞<<−∞= − xexf x

5、若 的分布函数为 N（10，4），求 落在下列范围的概率：（1）（ 6，9）；（ 2）（ 7，12）；（ 3）（ 13，15）。ξ ξ

6、若 的分布函数为 N（5，4），求 a 使：（ 1） ；（ 2） 。ξ 90.0}{ =< aP ξ 01.0}|5{| =>− aP ξ

7、设 ，试证 具有下列性质：（1）非降；（2）右连续；（3）}{)( xPxF ≤= ξ )(xF ,0)( =−∞F

。1)( =+∞F

8、试证：若 ，则 。αξβξ −≥≥−≥≤ 1}{,1}{ 12 xPxP )(1}{ 21 βαξ +−≥≤≤ xxP

9999、设随机变量 取值于[0，1]，若 只与长度 有关（对一切 ），试证 服ξ }{ yxP <≤ ξ xy − 10 ≤≤≤ yx ξ

从[0，1]均匀分布。

11110000、若存在 上的实值函数 及 以及 及 ，使Θ )(θQ )(θD )(xT )(xS

，)}()()()(exp{)( xSDxTQxf ++= θθθ

则称 是一个单参数的指数族。证明（1）正态分布 ，已知 ，关于参数 ；},{ Θ∈θθf ),( 2
0 σmN 0m σ

（2）正态分布 ，已知 ，关于参数 ；（ 3）普阿松分布 关于 都是一个单参数),( 2
00 σmN 0σ m ),( λkp λ

的指数族。

但 上的均匀分布，关于 不是一个单参数的指数族。],0[ θ θ

11111111、试证 为密度函数的充要条件为 。
)2( 22

),( cybxyaxkeyxf ++−= ,0,0,0 2 <−>> acbca
π

2back −
=

11112222、若 为分布密度，求为使 成为密度函数， 必须而且)(),( 21 yfxf ),()()(),( 21 yxhyfxfyxf += ),( yxh
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《概率论》计算与证明题 70

只需满足什么条件。

11113333、若 的密度函数为 ，),( ηξ
⎩
⎨
⎧ >>

=
+−

其它,0
0,0,

),(
)2( yxAeyxf
yx

试求：（1）常数 A；（ 2） ；（ 3） 的边际分布；（4） ；}1,2{ << ηξP ξ }2{ <+ηξP

（5） ；（ 6） 。)|( yxf }1|2{ << ηξP

11114444、证明多项分布的边际分布仍是多项分布。

11115555、设二维随机变量 的联合密度为),( ηξ

ykk exyx
kk

yxp −−− −
ΓΓ

= 11

21

21 )(
)()(

1),(

，试求与 的 边际分布。∞<≤<>> yxkk 0,0,0 21 ξ η

11116666、若 是对应于分布函数 的密度函数，证明对于一切)(),(),( 321 xfxfxf )(),(),( 321 xFxFxF

，下列函数是密度函数，且具有相同的边际密度函数 ：)11( <<− αα )(),(),( 321 xfxfxf

。)(),(),( 321 xfxfxf ]}1)(2[]1)(2[]1)(2[1){(),(),( 332211332211 −×−×−+= xFxFxFxfxfxf α

17171717、设 与 是相互独立的随机变量，均服从几何分布 。令 ，ξ η L,2,1,),( 1 == − kpqpkg k ),max( ηξζ =

试求（1） 的联合分布；（2） 的分布；（3） 关于 的条件分布。),( ξζ ζ ξ ζ

18181818、（1）若 的联合密度函数为 ，问 与 是否相互独立？),( ηξ
⎩
⎨
⎧ ≤≤≤≤

=
其它,0

10,0,4
),(

yyxxy
yxf ξ η

（2）若 的联合密度函数为 ，问 与 是否相互独立？),( ηξ
⎩
⎨
⎧ ≤≤≤≤

=
其它,0

10,0,8
),(

yyxxy
yxf ξ η

19191919、设 的联合密度函数为),,( ζηξ

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤
≤≤
≤≤

−=

其它

时当

,0
20
20
20

),sinsinsin1(
8

1
),,( 3

π
π
π

π
z
y
x

zyxzyxp

试证： 两两独立，但不相互独立。ζηξ ,,

22220000、设 具有联合密度函数 ，试证 与 不独立，但 与 是相),( ηξ
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<
+

=
其它,0

1||,1||,
4

1
),( yxxy
yxp ξ η 2ξ 2η

互独立的。

21212121、若 与 是独立随变量，均服从普要松分布，参数为 及，试直接证明1ξ 2ξ 1λ 2λ

（1） 具有普承松分布，参数为 ；21 ξξ + 21 λλ +
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（2） 。

knk

k
nnkP

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==+=

21

2

21

1
211 }|{

λλ
λ

λλ
λ

ξξξ

22222222、若 相互独立，且皆以概率 取值+1 及 ，令 ，试证 两两独立但不相互独立。ηξ ,
2
1 1− ξηζ = ζηξ ,,

22223333、若 服从普阿松分布，参数为 ，试求（1） ；（ 2） 的分布。ξ λ ba += ξη 2ξη =

22224444、设 的密度函数为 ，求下列随机变量的分布函数：（1） ，这里 ；（ 2）ξ )(xp 1−= ξη 0}0{ ==ξP

；（ 3） 。ξη tg= ||ξη =

25252525、对圆的直径作近似度量，设其值均匀分布于 内，试求圆面积的分布密度。)( ba +

22226666、若 为相互独立的分别服从[0，1]均匀分布的随机变量，试求 的分布密度函数。ηξ , ηξζ +=

27272727、设 相互独立，分别服从 ，试求 的密度函数。ηξ , )1,0(N
η
ξ

ζ =

28282828、若 是独立随机变量，均服从 ，试求 的联合密度函数。ηξ , )1,0(N ηξηξ −=+= VU ,

29292929 、 若 相 互 独 立 ， 且 皆 服 从 指 数 分 布 ， 参 数 分 别 为 ， 试 求nξξξ ,,, 21 L nλλλ ,,, 21 L

的分布。),,,min( 21 nξξξη L=

30303030、在 线段上随机投掷两点，试求两点间距离的分布函数。),0( a

31313131、若气体分子的速度是随机向量 ，各分量相互独立，且均服从 ，试证),,( zyxV = ),0( 2σ=N

斑点服从马克斯威尔分布。
222 zyxS ++=

32323232、设 是两个独立随机变量， 服从 ， 服从自由度为 的 分布(3.14),令ηξ , ξ )1,0(N η n 2−x

，试证 t 的密度函数为nt // ηξ=
)1(

2
1

2

1

2
1

)1(
2
1

)(
+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ

=
n

n n
x

nn

n
xP

π

这分布称为具有自由度 n 的 分布在数理统计中十分重要。−t

33333333、设 有联合密度函数 ，试求ζηξ ,,
⎩
⎨
⎧ >>>+++

=
−

其它

时当

,0
0,0,0,)1(6

),,(
4 zyxzyxzyxf

的密度函数。ζηξ ++=U

34343434、若 独立，且均服从 ，试证 与 是独立的。ηξ , )1,0(N 22 ηξ +=U
η
ξ

=V

35、求证，如果 与 独立，且分别服从 分布 和 ，则 与 也独立。ξ η −Γ ),( 1rG λ ),( 2rG λ ηξ +
η
ξ
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《概率论》计算与证明题 72

36、设独立随机变量 均服从 ，问 与 是否独立？ηξ ,
⎩
⎨
⎧ >

=
−

其它,0
0,

)(
xexp

x

ηξ + ( )ηξ
ξ
+

37、若（ ）服从二元正态分布（2.22），试找出 与 相互独立的充要条件。ηξ , ηξ + ηξ −

38、对二元正态密度函数 ，( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−−++−= 65142222

2
1exp

2
1),( 22 yxxyyxyxp
π

（1）把它化为标准形式（2.22）；（ 2）指出 ；（ 3）求 ；（ 4）求 。rba 21 ,,, σσ )(xpi )|( yxp

39393939、设 ，试写出分布密度（2.12），并求出 的边际密度函数。

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
== −

212
143
237

,0 1Ba ),( 21 ξξ

40404040、设 是相互独立相同分布的随机变量，其密度函数不等于 0，且有二阶导数，试证若 与ηξ , ηξ +

相互独立，则随机变量 均服从正态分布。ηξ − ηξηξηξ −+ ,,,

41414141、若 是 上单值实函数，对 ，记 。试证逆映射 具有如下f Ω 1RB ⊂ })(:{)(1 BfBf ∈Ω∈=− ωω 1−f

性质：

（1） ;UU
Λ∈

−

Λ∈

− =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

λ
λ

λ
λ )(11 BfBf

（2） ;II
Λ∈

−

Λ∈

− =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

λ
λ

λ
λ )(11 BfBf

（3） .)()( 11 BfBf −− =

42424242、 设 随 机 变 量 ξ 的 密 度 函 数 是 （ 1 ） 求 常 数 C ；（ 2 ） 求 α 使 得f x
cx x

( ) =
< <⎧

⎨
⎩

2 0 1
0 其它

= .( )p aξ > ( )p aξ <

43434343、一个袋中有 张卡写有 ，现从袋中任取一张求所得号码数的期望。k , 1, 2, ,k k n= L

44444444、设 ， 在 的条件密度分布是 ，求 的条件下ξ2, ,  ~ ( , ) r v N mξ τ η ξ = x P y x
y x

( | )
( )

=
−

−
1

2

2

22

πσ
σ

η = y

的密度 ?p x y( | )

45454545、设 与 独立同服从 上的均匀分布，求 的分布函数与密度函数。ξ η (0, )a X ξ
η

=

46464646、设 的联合分布密度为 ，（ 1）.求常数 A；（ 2）求给定时的条( , )ξ η
2( ) 0, 0

( , )
0

x yAe x yf x y
− +⎧ > >

= ⎨
⎩ 其它

件密度函数。

47474747、在(0,4)中任取两数，求其积不超过 4 的概率。
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《概率论》计算与证明题 73

48484848、若 的分布列是（见下表）(1)求出常数 A; (2)求出 时 的条件分布列。( , ) ξ η =2ξ η

49494949、设 独立的服从 分布，令 ，求 的联合密度函数及边际密度( , ) ξ η  (0,1)N ,   -  U Vξ η ξ η= + = ( , )U V

函数。

50505050、设随机变量ξ的密度函数为 ，(1).求常数 a，使 P{ξ>a} = P{ξ<a}； (2).P X
X

( ) =
⎧
⎨
⎩

4
0

3 0 1< <X
其它

求常数 b，使 P{ξ>b} = 0.05。

51515151、地下铁道列车运行的间隔时间为 2 分钟，旅客在任意时刻进入月台，求候车时间的数学期望及均方差 。

52525252、设二维随机变量 的联合密度函数为： ， (1)求( , )ξ η
6 (2 ), 0 1,0 1

( , )
0

xy x y x y
p x y

− − ≤ ≤ ≤ ≤⎧
= ⎨
⎩ 其它

的密度函数；(2)求 ; (3)=2 +3ζ ξ | ( | )p y xη ξ
1 1{ | }
2 2

p η ξ< <

53535353、若二维随机变量 的密度函数为： ，1)求 的密度函( , )ξ η
(2 )2 , 0, 0

( , )
0,

x ye x yP x y
− +⎧ > >

= ⎨
⎩ 其它

δ ξ η= +

数；2)求 ；（ 3）( 2)P ξ η+ <  { 1| 2}P ξ η< <

54545454、若 ，求 的密度函数。
2, ~ ( , ) r v N aξ σ

aξ
η

σ
−

=

55555555、将两封信随机地往编号为 1,2,3,4 的四个邮筒内投，以 表示第 个邮筒内信的数目，求： (1)ξ k k

的联合分布列； 2) 的条件下， 的条件分布。1, 2( )ξ ξ 2 1ξ = 1ξ

56565656、若 ，求 的密度函数。, ~ (0,1)r v Nξ 2η ξ=

57575757、某射手在射击中,每次击中目标的概率为 ，射击进行到第二次击中目标为止，用 表示(0 1)P P< < ξ k

第 次击中目标时射击的次数 ，求 和 的联合分布和条件分布。K ( 1, 2)K = 1ξ 2ξ

58585858、进行独立重复试验，设每次试验成功的概率为 。将试验进行到出现 次成功为止，以 表示所需试p r X

验的次数。求 的分布列。X
59595959 、 已 知 某 种 类 型 的 电 子 管 的 寿 命 （ 以 小 时 计 ） 服 从 指 数 分 布 ， 其 概 率 密 度 为X

ξ Ч -1 0 1

1 1/6 1/8 1/8

2 1/12 1/4 A

3 1/24 1/24 1/24
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，
10001 , 0( ) 1000

0,

x

e xf x
−⎧

>⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

一台仪器中装有 5 只此类型电子管，任一只损坏时仪器便不能正常工作。求仪器正常工作 1000 小时以上

的概率。

60606060、设连续随机变量 的概率密度为 ，其中 为已知常数。求：（1）常数 A；X
2 , 0

( )
0,

kxAx e xf x
−⎧ ≥

= ⎨
⎩ 其它

k

（2） 。
10P X
k

⎧ ⎫≤ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

61616161、设离散随机变量 的分布列为：X

求：（ 1） 的分布函数 ；X ( )F x

（2） ，
3
2

P X⎧ ⎫≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

，{ }1 4P X< ≤ { }1 4P X≤ ≤

62626262、从一批含有 13 只正品、2 只次品的产品中，不放回地抽取 3 次，每次抽取 1 只，求抽得次品数 的X
分布列及分布函数。

63636363、（1）设连续随机变量 的概率概率为 ，求 的概率密度。X ( )Xf x 3Y X=

（2）设 服从指数分布 。求 的概率密度。]X ( )E λ 3Y X=

64646464、对圆片直径进行测量，测量值 服从均匀分布 。求圆面积 的概率密度。X (5,6)U Y

65656565、设电压 ，其中 是一个正常数，相角 是一个随机变量，服从均匀分布 ，sinV A= Θ A Θ ,
2 2

U π π⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

求电压 V 的概率密度。

66666666、箱子里装有 12 件产品，其中 2 件是次品。每次从箱子里任取一件产品，共取 2 次。定义随机变量

如下 ， 。分别就下面两种情况求出,X Y
0,
1,

X ⎧
= ⎨
⎩

若第1次取出正品

若第1次取出次品

0,
1,

Y ⎧
= ⎨
⎩

若第2次取出正品

若第2次取出次品

二维随机向量 的联合分布列和关于 的边缘分布列：（1）放回抽样；（2）不放回抽样。( , )X Y ,X Y

67676767、一个大袋子中，装有 3 个桔子，2 个苹果，3 个梨。今从袋中随机抽出 4 个水果。若 为为桔子数，X

为苹果数，求 的联合分布列。Y ( , )X Y

68686868、把一枚硬币连掷 3 次，以 表示在 3 次中出现正面的次数， 表示在 3 次中出现正面的次数与出现反X Y

面的次数的绝对值，求 的联合分布列。( , )X Y

X 0 1 2
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《概率论》计算与证明题 75

69696969、设二维随机向量的概率密度为： 。求（1） ；（ 2）
(6 ), 0 2, 2 4

( , )
0,
k x y x y

f x y
− − ≤ ≤ ≤ ≤⎧

= ⎨
⎩ 其它

k

；（ 3） ；（ 4） 。{ 1, 3}P X Y≤ ≤ { 1.5}P X ≤ { 4}P X Y+ ≤

70707070、设随机向量 的概率密度为： ，求：（1）常数 A；( , )X Y
2 2 2 2 2( ,( , )

0,
A R x y x y Rf x y

⎧⎪ − + + ≤= ⎨
⎪⎩ 其它

（2） 落地圆域 （ ）中的概率。( , )X Y 2 2 2:G x y r+ ≤ r R≤

71717171、设二维连续随机向量 的概率密度为：( , )X Y

2 2 2

6( , )
(4 )(9 )

f x y
x yπ

=
+ +

,x y−∞ < < +∞ −∞ < < +∞

求：（ 1） 的分布函数；（2）关于 及关于 的边缘分布函数。( , )X Y X Y

72727272、设二维连续随机向量 的概率密度为： ，求关于 及关于 的边缘( , )X Y , 0
( , )

0,

ye x yf x y
−⎧ < <

= ⎨
⎩ 其它

X Y

概率密度。

73737373、设 与 相互独立，且 服从均匀分布 ， 服从正态分布 。求 的概X Y X [ , ]U a a− Y 2( , )N b σ Z X Y= +

率密度。

74747474、若 的密度为( ，则 两两独立，( , , )ξ η ζ 3

1 (1 sin sin sin ) 0 , , 2
( , , ) 8

0

x y z x y z
p x y z

π
π

⎧ − ≤ <⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

ξ η ζ, ,

但不相互独立。

75757575、若 相互独立，且同服从指数分布，密度函数为： ，证明： 与 相互独ξ η,
0

( )
0 0

xe xp x
x

−⎧ ≥
= ⎨

<⎩
+ξ η ξ

η
立。

76767676、证明： 为一概率密度函数。

1
2 2

/ 2

1 0
( ) 2 ( )

2
0

n x

n
x e xnp x

x o

− −⎧
>⎪⎪= Γ⎨

⎪
≤⎪⎩

77777777、设 分别服从参数为 、 的普阿松分布，且相互独立，求证： 服从参数为, ,R Vξ η 1λ 2λ τ ξ η= +

的普阿松分布。λ λ1 2+

78787878、证明函数 是一个密度函数。)(
2
1)( || ∞<<−∞= − xexf x

79797979、设 ，试证 具有下列性质：（1）非降；（2）右连续；（3）}{)( xPxF ≤= ξ )(xF ,0)( =−∞F
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《概率论》计算与证明题 76

。1)( =+∞F

80808080、试证：若 ，则 。αξβξ −≥≥−≥≤ 1}{,1}{ 12 xPxP )(1}{ 21 βαξ +−≥≤≤ xxP

81818181、设随机变量 取值于[0，1]，若 只与长度 有关（对一切 ），试证ξ }{ yxP <≤ ξ xy − 10 ≤≤≤ yx ξ

服从[0，1]均匀分布。

82828282、定义二元函数 。验证此函数对每个变元非降，左连续，且满足（2.6）及（ 2.7），
⎩
⎨
⎧

≤+
>+

=
0,0
0,1

),(
yx
yx

yxF

但无法使（2.5）保持非负。

83838383、试证 为密度函数的充要条件为 。
)2( 22

),( cybxyaxkeyxf ++−= ,0,0,0 2 <−>> acbca
π

2back −
=

84848484、若 是对应于分布函数 的密度函数，证明对于一切)(),(),( 321 xfxfxf )(),(),( 321 xFxFxF

，下列函数是密度函数，且具有相同的边际密度函数 ：)11( <<− αα )(),(),( 321 xfxfxf

。)(),(),( 321 xfxfxf ]}1)(2[]1)(2[]1)(2[1){(),(),( 332211332211 −×−×−+= xFxFxFxfxfxf α

85858585、设 的联合密度函数为),,( ζηξ

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤
≤≤
≤≤

−=

其它

时当

,0
20
20
20

),sinsinsin1(
8

1
),,( 3

π
π
π

π
z
y
x

zyxzyxp

试证 两两独立，但不相互独立。ζηξ ,,

86868686、若 与 是独立随变量，均服从普要松分布，参数为 及，试直接证明1ξ 2ξ 1λ 2λ

（1） 具有普承松分布，参数为 ；21 ξξ + 21 λλ +

（2） 。

knk

k
nnkP

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==+=

21

2

21

1
211 }|{

λλ
λ

λλ
λ

ξξξ

87878787、若 相互独立，且皆以概率 取值+1 及 ，令 ，试证 两两独立但不相互独立。ηξ ,
2
1 1− ξηζ = ζηξ ,,

88888888、若气体分子的速度是随机向量 ，各分量相互独立，且均服从 ，试证),,( zyxV = ),0( 2σ=N

斑点服从马克斯威尔分布。
222 zyxS ++=

89898989、求证，如果 与 独立，且分别服从 分布 和 ，则 与 也独立。ξ η −Γ ),( 1rG λ ),( 2rG λ ηξ +
η
ξ

90909090、证明： 是一个随机变量，当且仅当对任何 成立 。ξ iRx∈ FC ∈∈ })(:{ ωξω
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《概率论》计算与证明题 77

第三章 解答

1111、解：令 表在 n 次移动中向右移动的次数，则 服从二项分布，nξ nξ

nkppCkP knkk
nn L,1,0,)1(}{ =−== −ξ

以 表时刻时质点的位置，则 。nS nnS nnnn −=−−= ξξξ 2)(

的分布列为 。nξ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−− −− nn

n
n

n
n pppCppCp

n
L

L
22211 )1()1()1(

210

的分布列为 。nS ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−
+−+−−

−− nn
n

n
n

n pppCppCp
nnnn

L

L
22211 )1()1()1(

42

2222、解： ，qppqPPP +=+== }{}{}1{ 成失失成ξ

L,}{}{}2{ 22 pqqpqqpppqPPP +=+=+== 成成失失失成ξ

所以 的概率分布为 。ξ L,2,1,}{ 2 =+== kpqqpkp k

3333、解： （1） ， 。∑
=

⋅==
N

k
N

N
ckf

1
)(1 1=∴c

（2） ， 。∑
∞

=

−==
1

)1(
!

1
k

k

ec
k

c λλ 1)1( −−=∴ λec

4444、证： ，且0)( ≥xf
∞−∞

∞−

−−∞

∞−

∞

∞−
−==− ∫∫∫ 0

||||

2
1)( xxx edxedxedxxf

是一个密度函数。)(xf∴

5555、解：（ 1）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −<−<−=<< )109(

2
1)10(

2
1)106(

2
1)96( ξξ PP

285788.0)2(
2
1

2
1)10(

2
11 =−Φ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <−<−= ξP
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《概率论》计算与证明题 78

（2）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −<−<−=<< )1012(

2
1)10(

2
1)107(

2
1)127( ξξ PP

( ) 774538.0)
2
11(11)10(

2
1

2
11 =−Φ−Φ=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <−<−= ξP

（3）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −<−<−=<< )1015(

2
1)10(

2
1)1013(

2
1)1513( ξξ PP

060597.0)
2
11(

2
12

2
12)10(

2
1

2
11 =Φ−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Φ=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <−<= ξP

6666、 解 ：（ 1 ） ， 而 ， 令90.0)3.1( =Φ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −Φ=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −<−=< )5(

2
1)5(

2
1)5(

2
1}{ aaPaP ξξ

解得 。3.1)5(
2
1

=−a 6.7=a

（2）由 得 ，从而 =0.995，而01.0}|5{| =>− aP ξ 005.0}5{ =>− aP ξ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ≤− aP

2
1)5(

2
1
ξ

所以 。995.0)6.2( =Φ 2.5,6.2
2
1

== aa

7777、证：（ 1）设 ，所以 ， 非降。0}{)()(, 211212 ≥≤<=−> xxPxFxFxx ξ )()( 12 xFxF ≥ )(xF

（2）设 ， 由概率的可加性得011 xxxxx nn <<<<<< − LL xx ↓1

。}{)( 0
0

1 xxPxxP
i

ii ≤<=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤<∏
∞

=
+ ξξ [ ] )()()()( 0

0
1 xFxFxFxF

i
ii −=−∑

∞

=
+

由此得 ，[ ])()(lim)()( 00 xFxFxFxF
n

−=−
∞→

右连续。)(),0()(lim)( xFxFxFxF nn
+==∴

∞→

（3） 。}1{}{1 ∑
∞

∞→

+≤<=∞<<−∞=
n

nnPP ξξ [ ] )(lim)(lim)()1( mFnFnFnF
mnn −∞→∞→

∞

∞→

==−+= ∑

由单调性得 与 均存在且有穷，由 及上式得 。)(lim xF
x −∞→

)(lim xF
x ∞→

1)(0 ≤≤ xF 1)(,0)( =∞=−∞ FF

8888、证： }{}{}{ 1221 xPxPxxP <−≤=≤≤ ξξξ }){1(}{ 22 xPxP ≤−−≤= ξξ

.1}{}{ 12 −≥+≤= xPxP ξξ )(11)1()1( βααβ +−=−−+−≥

∴不等式成立。
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《概率论》计算与证明题 79

9999、证法一：定义 则 是 的分布函数。由题设得，对任意

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∞∈
∈<≤

−∞∈
=

),1(,1
]1,0(},0{

]0,(,0
)(

x
xxP
x

xF ξ )(xF ξ

有 ，即有 。由此得]1,0[2 ∈x }2{}0{ xxPxP <≤=<≤ ξξ }0{2}20{ xPxP <≤=<≤ ξξ

。逐一类推可得，若 ，则 ，或者 。从而对)(2)2( xFxF = ]1,0[∈nx )()( xnFnxF = )()(1
n
xFxF

n
=

有理数 ，若 与 都属于[0,1]，则有 。再由 的左连续性可得，对任意无
n
m x

n
m x )(xF

n
mx

n
mF =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ )(xF

理数 ，若 与 都属于[0,1]，则 。a ax x )()( xaFaxF =

因为区间 与[0,1]的长度相等，由题设得)1,0[

.1}10{}10{)1( =≤≤=<≤= ξξ PPF

由此及上段证明得，对任意 有 ，即 为]1,0[∈x xxFxF == )1()( )(xF

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
≤<

≤
=

1,1
10,

0,0
)(

x
xx

x
xF

∴ 服从[0,1]上均匀分布。ξ

证法二：如同证法一中定义 的分布函数 ，由 单调知它对[0,1]上的 L－测试几乎处ξ )(xF )(xF

处可微。设 ，当 时，由题设得)1,0(, 21 ∈xx )2,1](1,0[1 =∈∆+ ixx

}{)()( 1111 xxxPxFxxF ∆+<≤=−∆+ ξ

)2(}(}{ 222 xFxxFxxxP −∆+=∆+<≤= ξ

等式两端都除以 ，再令 可得，由 存在可推得 也存在，而且x∆ 0→∆x )(' 1xF )(' 2xF

。从而对任意 有 。当 时显然有 。一点的长度)(' 2xF )(' 1xF= )1,0(∈x cxF ≡)(' ]1,0[∈x 0)(' =xF

为 0，由题设得 。由上所述可知 是连续型随机变量， 是其密度函数，0}1{}0{ ==== ξξ PP ξ )(' xF

从而定出 。至此得证 服从[0,1]均匀分布。1=c ξ

10101010、证：（1）
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −
−= 2

2

22
1

σπσσ
)mx(exp)x(f

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−−=
πσσ 2
1ln)(

2
1exp 2

02 mx
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−
−

−= πσ
σ

2
2 2

2

lnln)mx(exp
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《概率论》计算与证明题 80

若令 ， ，则有σσσ ln_(,)()(,
)2(

1)( 2
02 −=−=

−
= DmxxTQ π2ln)( −=xS

)}()()()(exp{)( xSDxTQxf ++= σσσ

这就证明了正态分布 是单参数 的指数族。),( 2
0 σmM )0( >σσ

（2）
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −
−= 2

0

2

0 2
)(exp

2
1)(

σπσ
mxxfm

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−
−= 2

22

0 2
2exp

2
1

σπσ
mmxx

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−=
0

2
0

2

2
0

2

2
0 2

1ln
22

exp
σπσσσ

xmmx

若令 ，则

0
2

0

2

2
0

2

2
0 2

1ln
2

)(,2
1

)(,)(,)(
πσσσσ

+=
−

===
xxS

m
mDxxTmmQ

)}()()()(exp{)( xSmDxTmQxfm ++=

所以正态分布 是单参数 的指数族。),( 2
0σmN )( ∞<<−∞ mm

（3） 。}!lnlnexp{
!

);( kke
k

kp
k

−−== − λλ
λ

λ λ

若令 ，则!ln)(,)(,)(,ln)( kkSDkkTQ −=−=== λλλλ

，所以 是单参数 的指数族。)}()()()(exp{);( kSDkTQkp ++= λλλ );( λkp )0( >λλ

（4）关于 上的均匀分布，其密度函数为],0[ θ
⎩
⎨
⎧

>>
≤≤

=
0,0

0,/1
)(

xx
x

xf
或θ
θθ

θ

是定义在 的函数，由于它是 的分段表示的函数，所以无法写成形式)(xfθ ∞<<∞− x x

，
故 关于 不是一个单参数的指数族。)}()()()(exp{)( xSDxTQxf ++= θθθ )(xfθ θ

11111111、证：必要性：

dxdyekedxdyyxf
y

a
bacy

a
bxa

∫∫ ∫∫
−

−+−
⋅=

2
2)(

),(

令 ，得 。设yvy
a
bxu =+= , 1,, =−== Jv

a
buxvy

∫∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−
−−= dvedukedxdyyxf

v
a
bac

au
2

2

2

),(

要 积 分 收 敛 ， 必 须 ， 由 此 得 应 有 以 及 。 利 用0/)(,0 2 >−> abaca 02 >− bac 0>c
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可得∫
∞

∞−

− = πdue u2

11
2

2
2

2

=
−

⋅⋅=∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−
−− ππ

bac
a

a
kdveduke

v
a
bac

au

∴
π

2back −
=

从而题中所列条件全部满足。以上诸步可逆推，充分性显然。

12、解：设 是密度函数，则由 得 。又),()()(),( 21 yxhyfxfyxf += 0),( ≥yxf )(2)(),( 1 yfxfyxh −≥

，∫∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫∫+=+== dxdyyxhdxdyyxhdyyfdxxfdxdyyxf ),(1),()()(),(1 21

所以应有 。0),( =∫∫ dxdyyxh

反之，若 ， 可积且 ，显然有 且)(2)(),( 1 yfxfyxh −≥ ),( yxh 0),( =∫∫ dxdyyxh 0),( ≥yxf

，即 是密度函数。1),( =∫∫ dxdyyxf ),( yxf

所 以 为 使 是 密 度 函 数 ， 必 须 而 且 只 需 满 足 且),( yxf ),( yxh )(2)(),( 1 yfxfyxh −≥

。0),( =∫∫ dxdyyxh

13、解：（ 1） ∫ ∫
∞ ∞ −−=
0 0

21 dyedxAe yx ( ) 2,
2

|
2
1

0
0

2 ==−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ∞−

∞
− AAeeA yx

（2） 。{ } ∫∫ −−=<<
1

0

2

0

221,2 dyedxeP yxηξ ( )( ) )1)(1(|| 141
0

2
0

2 −−−− −−=−−= eeee yx

（3） 的边际分布，当 时 ，当 时有ξ 0≤x 0)( =xfξ 0>x

.
xyx edyeexf 2

0

2 22)( −−∞ − == ∫ξ

（4） { } ∫∫
− −−=<+
x yx dyedxeP

2

0

2

0

222ηξ

∫∫ +−−−−− −−=
2

0

)2(22

0

)2(2 22(1(2 dxeedxee xxxx

.
2224244 )1(21)22()1( −−−−−− −=−+=−+−= eeeeee

（5）当 时 ；当 时有0,0 >< yx 0)|( =yxf 0,0 >> yx

.
x

y

yx

e
e
e

yf
yxfyxf 2

)2(

22
)(
),()|( −

−

+−

===
η

（6） ,dxedyP yx∫∫
∞ +−=<

0

)2(1

0
2}1{η 11

00

)2(1

0
12 −−∞ +−− −=−== ∫∫ eedxedye yyxy

利用（2）的结果可得
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.{ } { }
{ } 1

14

1
)1)(1(

1
1,21,2 −

−−

−
−−

=
<

<<
=<<

e
ee

P
PP

η
ηξ

ηξ 41 −−= e

14、证：设多项分布为

， （1）rkk

r
rr pp

kk
nkkP 11

1
11

1

!!
!},,{ L

L
L === ξξ

。 （2）∑∑
==

==≥
r

i
i

r

i
ii pnkk

11
1,,0

利用（2）可以把（1）改写成

=== −− },,{ 1111 rr kkP ξξ L

（3）111 )1(
)!(!!

!
1111

1111

−−−−
−

−−

−−−×
−−−

= rr kkn
r

kk

rr

pppp
kknkk

n LLL
LL

由边际分布的定义并把（3）代入得

},,{},,{ 1111

0,

2211

111

1

−−

≥≤++

−− ===== ∑
−−

−

rr

knkk
k

rr kkPkkP

rr

r

ξξξξ LL

L

×
−−−

−−−
×

−−−
= ∑

−

−

−

− −−

=
−

−−

−

−−

−
21

1

1
21

0
1

111

21

2121

21

)!(!
)!(

)!(!!
! r

r

r
r kkn

k

k
r

rr

r

rr

k
r

k

p
kknk

kkn
kknkk

ppn L

L

L

LL

L

11)1( 121
−−−−

−−−−−× rkkn
rr ppp LL

由二项式定理得

=== −− },,{ 2211 rr kkP ξξ L

（4）2121 )1(
)!(!!

!
2121

2121

kkn
r

k
r

k

rr

pppp
kknkk

n
r −−−

−−
−−

−−−×
−−−

= − LLL
LL

把（4）与（3）比较知，边际分布仍服从多项分布。多次类推可得

11 )1(
)!(!

!}{ 11
11

11
knk pp

knk
nkP −−
−

==ξ

从而知任意边际分布均服从多项分布（包括二项分布）。

15、解：（1） 的密度函数为，当 时 ；当 时，注意积分取胜有选取，得ξ 0≤x 0)( =xpξ 0>x

∫∫
∞ −−−∞

∞−
=−−×

ΓΓ
−=

x

ykk xydyxyx
kk

dyyxpxp )1()(
)()(

1),()( 11

21

21 令σξ

.=
ΓΓ

= −∞ −−
−

∫ dteet
k
x txk
k

0

1

21

1
2

1

)()(
x

k

e
k

x −
−

Γ )( 1

11

（2） 的密度函数为，当 时 ；当 时，η 0≤y 0)( =ypη 0>y
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∫∫ −−−∞

∞−
−×

ΓΓ
−=

y

x

ykk dxxyx
kk

dxyxpyp ση
11

21

21 )(
)()(

1),()(

令 ，当 时 ，当 时 ，所以ytx = 0=x 0=t yx = 1=t

ydtttyy
kk

eyp kkkk
y

11

0

111

21

2121 )1(
)()(

)( −−−−
−

−×
ΓΓ

= ∫η

)(
)()(

)()(
),(

)()( 21

21

21

1

21
21

1 2121

kk
kk

kk
eykkB

kk
ey ykkykk

+Γ
ΓΓ

⋅
ΓΓ

=⋅
ΓΓ

=
−−+−−+

21 1

1 2

1
( )

k k yy e
k k

+ − −=
Γ +

其中用到 函数与 函数的关系式。−β −Γ

16、证：我们有

,1121)(21,1)(0 =−≤−≤≤≤ iiii xfxF

,1]1)(2][1)(2][1)(2[1 332211 ≤−−−≤− xFxFxF

代入 的表达式得 (1)),,( 321 xxxfα ),,( 321 xxxfα 0≥

又有

[ ]∫
∞

∞−
− iiiii dxxfxF )(1)(2 [ ]∫

∞

∞−
−= )(1)(2 iiii xdFxF [ ] 0)()(2

1 =−=
∞

∞−iii xFxF

(2)321321 ),,( dxdxdxxxxf∫∫∫∴ α ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
== 1)()()( 333222111 dxxfdxxfdxxf

由（1），（ 2）知 是密度函数。用与上面类似的方法计算可得边际密度函数为),,( 321 xxxfα

,)(),,( 1132321 xfdxdxxxxf =∴ ∫∫∫ α )(),,( 3321321 xfdxdxxxxf =∫∫∫ α

.)(),,( 2231321 xfdxdxxxxf =∫∫∫ α

17、解：

（1）为求 的联合概率分布，分别考虑下列三种情况： 其中利用到独立性。),( ξζ )1,( ≥ki

（a） ki =

},{),(},{
11

jkPjkPkkP
k

j

k

j
===

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

===== ∑
==

ηξηξξζ U

；)1(
1

1 112

1

22 kk
k

k
k

j

jk qpq
q
qqpqp −=
−
−

⋅== −−

=

=+∑
(b) ki <

；
212},{},{ −+====== kqpkiPikP ηξξζ

(c) ki >

0},{,},{ ====== ikPik ξζφξζ
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(2)因为 ，所以),max( ηξ=

U UU
1

1 1

},{},{}{
−

= =

======
k

i

k

j
jkkik ηξηξζ

},{},{}{
1

1

1
jkPkiPkP

k

j

k

i
==+==== ∑∑

=

−

=

ηξηξζ ∑∑
=

−+
−

=

−+ +=
k

j

jk
k

i

k qpqp
1

22
1

1

212

11
1

12 )2(
1

1
1

1 −−
−

− −−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

+
−
−

= kkk
kk

k pqqq
q
q

q
qqp ),2,1( L=k

（3）
}{

},{}|{
kP
kiPkiP

−
==

===
ζ
ζξ

ζξ

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥>
<

−−
=

−

=
−−

−
=

−
−

= −

−−

−+

−−

−

)1,(,
,

12)2(

,
12

1
)2(

)1(

1

11

212

11

1

kiki
kiq

q
pq

qqpq
qp

kiq
q
q

qqpq
qpq

k
i

kkk

k

k
k

kkk

kk

κ

κ

18、解：（ 1）边际分布的密度函数为，当 时 ；当 时，]1.0[∈x 0)( =xfξ 10 ≤≤ x

∫ ∫
∞

∞−
===

1

0
24),()( xxydydyyxfxfξ

同理，当 时 ；当 时 。 ，所以 与]1.0[∈y 0)( =yfη 10 ≤≤ y yyf 2)( =η )()(),( yfxfyxf ηξ= ξ η

独立。

（2）边际密度函数为，当 时 ；当 时]1.0[∈x 0)( =xfξ 10 << x

∫ ∫
∞

∞−
−===

1

0

2 )1(48),()( xxxydydyyxfxfξ

当 时 ；当 时]1.0[∈y 0)( =yfη 10 ≤≤ y

∫ ∫
∞

∞−
===

1

0

248),()( yxydxdxyxgyfη

在区域 中均有 ，所以 与 不独立。10 << y )()(),( yfxfyxg ηξ≠ ξ η

19、证：当 时 ， 与 的联合分布密度为ππ 20,20 ≤≤≤≤ yx ξ η

；∫ −
=

π

ξη π
2

0 3 )sinsinsin1(8
1),(

dzzyx
yxp 2

2

0
3 4

1)cos(sinsin
8 ππ

π

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−= zyxz

其余 。当 时，0),( =yxpξη π20 ≤≤ x

；∫ ∫ =−=
π

ξη ππ
2

0

2

0 3 2
1)sinsinsin1(

8
1)( dzzyxdyxp

其余 。由于 三者在密度函数的表达式中所处地位相同，故得当0)( =xpξ ζηξ ,,
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时， ；当 时，ππ 20,20 ≤≤≤≤ zx 24/1),( πξζ =zxp ππ 20,20 ≤≤≤≤ zy

；当 时， ；当 时， ；在其余
24/1),( πηζ =zyp π20 ≤≤ y πη 2/1)( =zp π20 ≤≤ z πζ 2/1)( =zp

区域内，诸边际密度函数均取 0 值。由于 ),()(),( ypxpyxp ηξξη = ),()(),( zpxpzxp ζξξζ =

故 两两独立；但当 时有),()(),( zpypzyp ζηηζ = ζηξ ,, πππ 20,20,20 <<<<<< zyx

，故 不相互独立。)()()(),,( zpypxpzyxp ζηξ≠ ζηξ ,,

20、证：当 时， ，1|| <x ∫ ∫
∞

∞− −
=

+
==

1

1 2
1

4
1),()( dyxydyyxpxpξ

其余 。同理当 时， 其余 当 时有0)( =xpξ 1|| <y 2/1)( =ypη 0)( =xpη ,1||0 << x 10 << y

，所以 与 不独立。)()(),( ypxpyxp ηξ≠ ξ η

现试能动分布函数来证 与 独立。 的分布函数记为 ，则当 时，
2ξ 2η 2ξ )(1 xF 10 ≤< x

；∫− ==<<−=<=
x

x
xdxxxPxPxF

2
1}{}{)( 2

1 ξξ

同理可求得 的分布函数 ，得
2η )(2 yF

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
≤<

≤
=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
≤<

≤
=

,1,1
10,

0,0
)(

,1,1
10,

0,0
)( 21

y
yy

y
yF

x
xx

x
xF

联合分布函数记为 ，则当 时),( 22 ηξ ),(3 yxF 1,10 ≥≤≤ yx

xxPyxPyxF =<=<<= }{},{),( 222
3 ξηξ

同理得当 时 ；当 时1,10 ≥≤≤ xy ),(3 yxF y= 10,10 ≤≤≤≤ yx

},{},{),( 22
3 yyxxPyxPyxF <<−<<−=<<= ηξηξ

= ∫ ∫− −
=

+x

x

y

y
xydtstds

4
1

合起来写得

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥≥
≤≤≤≤

≥≤≤
≥≤≤
≤≤

=

1,1,1
10,10,

1,10,
1,10,

00,0

),(2

yx
yxxy

xyy
yxx
yx

yxF

或

不难验证 对所有 都成立，所以 与 独立。)()(),( 213 yFxFyxF = yx, 2ξ 2η
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21、证：（1）由褶积公式及独立性得

},{}{ 21
0

21 ikiPkP
k

i
−====+ ∑

=

ξξξξ }{}{ 21
0

ikPiP
k

i
−===∑

=

ξξ

21

0

1
21

)!(!
λλ λλ −

=

−
−∑ −

⋅= e
ik

e
i

k

i

ki
1

21
0

)(

)!1(!
!

!
1

21 −

=

+− ∑ −
= ki

k

i ki
ke

k
λλλλ

)(21 21

!
)( λλλλ +−+

= e
k

k

L,2,1,0=k

这就证明了 具有普阿松分布，且参数为21 ξξ + 21 λλ +

（2）
}{

},{}|{
21

211
211 nP

nkPnkP
=+

=+=
==+=

ξξ
ξξξ

ξξξ

}{
},{

21

21

nP
knkP

=+
−==

=
ξξ
ξξ

}{
}{}{

21

21

nP
knPkP

=+
−==

=
ξξ
ξξ

)(2121 2121

!
)(

)!(!
λλλλ λλλλ +−−

−
− +

÷
−

⋅= e
n

e
kn

e
k

nknk

证毕。

knk

k
n

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

21

2

21

1

λλ
λ

λλ
λ

22、证：由题设得

，
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1})1,1(}1,1({}1{ =⋅+⋅=−=−===== ηξηξξ UPP

。
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1})1,1(}1,1({}1{ =⋅+⋅==−=−===−= ηξηξξ UPP

}])1,1(}1,1[{}1({}1,1{ −=−======= ηξηξξζξ UIPP

，}1{}1{
4
1}1{}1{}1,1{ ========== ζξηξηξ PPPPP

}])1,1(}1,1[{}1({}1,1{ =−=−====−== ηξηξξζξ UIPP

，}1{}1{
4
1}1{}1{}1,1{ −====−===−=== ζξηξηξ PPPPP

同理可证 ， .}1{}1{}1,1{ =−=+=−= ζξζξ PPP }1{}1{}1,1{ −=−=+−=−= ζξζξ PPP

所以 与 相互独立。用同样的方法可片 与 也相互独立。但ξ ζ η ζ

，}])1,1{}1,1[{}1,1({}1,1,1{ −=−========= ηξηξηξζηξ UIPP
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，
8
1}1{}1{}1{ ==== ζηξ PPP

所以 只两两独立而不相互独立。ζηξ ,,

23、解： ，L2,1,0,
!

}{ === − ke
k

kP
k

λλ
ξ

由此得（1） ，L2,1,0,
!

}{ ==+= − ke
k

bakP
k

λλ
η

（2） 。L2,1,0,
!

}{ 2 === − ke
k

kP
k

λλ
η

24、解：（ 1）由 知， 以概率 1取有限值。当 时，0}0{ ==ξP η 0>y

；∫ ∫∞−

∞
+=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

>+<=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<=
0

1 )()(1}0{1)(
y

dxxpdxxp
y

PPyPyF ξξ
ξη

当 时，0<y

；∫=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<<=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<=
0
1 )(011)(
y

dxxp
y

PyPyF ξ
ξη

当 时，0=y

。∫ ∞−
=

0
)()( dxxpyFη

（2） }{)( ytgPyF <= ξη ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+<<−=

∞

−∞=
U
k

yarctgkkP })
2

{ πξ
π

π ∑ ∫
∞

−∞=

+

−=
k

yarctgk
k dxxp
π

ππ
2

)(

（3）当 时， ；当 时，0≤y 0)( =yFη 0>y

。{ } { } ∫−=<<−=<=
y

y
dxxpyyPyPyF )(||)( ξξη

25、解：设直径为随机变量 d，则

。

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<

−=
其它,0

,
)(

1
)( bxa

abxpd

圆面积 。当 时，
2

4
1 dS π= 22

4
1

4
1 bya ππ ≤<

；∫ −
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ <+<= π

π
π

y

aa dx
ab

ydPydPySPyF
4

2 14
4
1}{)(
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当 时 ；当 时 。由此对 求导（利用对参数积分求导法则）
2

4
1 ay π≤ 0)( =yFa

2

4
1 by π> 1)( =yFa )(yFa

得圆面积的分布密度为，当 或 时 ；当 时
2

4
1 ay π≤ 2

4
1 by π> 0)( =ypa

22

4
1

4
1 bya ππ ≤<

。
yab

y
yaFypa π

π
)(

)(')(
−

==

26、解： 与 的密度函数为ξ η

（1）
⎩
⎨
⎧ ≤≤

==
其它,0

10,1
)()(

x
xpxp ηξ

由卷积公式及独立性得 的分布密度函数为 yηξζ +=

（2） 2 Cdxxypxpyp )()()( −= ∫
∞

∞− ηξζ

把（2）与（1）比较知，在（2）中应有 ，10 ≤≤ x

，满足此不等式组的解 构成 D10 ≤−≤ xy ),( yx

图中平面区域平形四边形 ABCD，当 时 1 B10 ≤≤ y

,当 时 。所以当 A0 1 xyx ≤≤0 21 ≤≤ y 11 ≤≤− xy

时（2）中积分为10 ≤≤ y ∫ =×=
y

ydxyp
0

11)(ζ

当 时，（2）中积分为 ;21 ≤≤ y ∫ −
−=×=

1

1
211)(

y
ydxypζ

对其余的 y 有 。0)( =ypζ

27、解： ，
2

2
1

2
1)()(

x
expxp
−

==
π

ηξ

)(
2
1 22

2
1),(

yx
eyxp

+−
=

πξη

由求商的密度函数的公式得

∫
∞

∞−
= dxxxypxyp ),(||)(ζ dxex

xyx

∫
∞

∞−

+−
=

)(
2
1 222

2
1||
π

dxxe
yx

∫
∞ +−

=
0

)1(
2
1 22

2
2
π

,

∞
+−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
⋅=

0

)1(
2
1

2

22

1
11 yx

e
yπ )1(

1
2y+

=
π

+∞<<∞− y

服从柯西分布。
η
ξ

ζ =
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28、解：作变换，令 ，得 。由 与 独立知，它yxtyxs −=+= ,
2
1||),(

2
1),(

2
1

=−=+= Jtsytsx ξ η

们的联合密度应是它们单个密度的乘积，由此得 U，V的联合密度函数为

||
2
1

2
1),(

22

2
1

2
1

Jeetsp
yx

UV ⋅⋅=
−−

ππ 2
1

2
1

22

222
1

⋅= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
tsts

e
π

22
22

22
1

22
1

)(
4
1

22
1

22
1

4
1 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−

⋅
×

⋅
==

ts
ts

eee
πππ

)()( tpsp VU=

所以 U,V 两随机变量也相互独立，且均服从 N（0，2）。

29、解：当 时由独立性得0>y

},,,{}{)(1 21 yyyPyPyF n ≥≥≥=≥=− ξξξηη L

∑
==

−

==

−==−=≥=
n

i
i

n

i

y
n

i

n

i
yeyFyP i

i
1111

1 )exp()())(1(}{ λξ λ
ξ CCC

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=∴ ∑

n

iyyF λη exp1)(

当 时 。求导得 的密度函数为，当 时 ；当 时0y ≤ ( ) 0F yη = η 0y ≤ ( ) 0p yη = 0y >

.
1 1

( ) ( ) exp
n n

j j
j j

p y F y yη η λ λ
= =

⎛ ⎞
′= = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑

30、解：设 在内任意投两点 ，其坐标分别为 ，则 的联合分布密度为),0( a 21 ,ξξ yx, 21 ,ξξ

。

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×∈

×∈
= ),0(),0(),(,1

),0(),0(),(,0
),(

2 aayx
a

aayx
yxp

设 ，则 的分布函数为，当 时 ；当 时 ；当 时，|| 21 ξξη −= η 0≤z 0)( =zFη az > 1)( =zFη az ≤<0

，S
a

dxdy
a

dxdyyxpzPzF
ayx
zyxz

ayx
zyxz

2

,0

2

,0

21
11),(}|{|)( ∫∫∫∫

<<
<−<−

<<
<−<−

===<−= ξξη

积分 S 为平面区域 ABCDEF 的面积，其值为 ，所以
222 2)( zazzaa −=−−

.
22 /)2()( azazzF −=η

31、证：由独立性得， 的概率密度为),,( zyxV =
)(

2
1

33

222
2

)2(
1),,(

zyx
ezyxp

++−
= σ

σπ

的分布函数为，当 时，
222 zyxS ++= 0>s
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{ } dxdydzeszyxPsF
zyx

Szyx

)(
2

1

33
222

22
2

2222 )2(
1)(

++−

<++
∫∫=<++= σ

σπ

作球面坐标变换， ，则 ，ϕρϕθϕθρ cos,sinsin,sincos === zyx ϕρ sin|| 2=J

ρρ
σπ

ϕϕθ
π π σρ

deddsF
a 22

0 0 0

/
2
1

33

22

)2(
1sin)( ×= ∫ ∫ ∫

−

ρρ
σπ

π
σρ

de
a 2

0

/
2
1

33

22

)2(
122 ⋅⋅= ∫

−

由此式对 s 求导可得，当 时，S的密度函数为0>s

.⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−== 2

2

2

2

2
exp2)()('

σσπ
sssfsF

32、证：（ 3.14）式为

。0,

2
12

1)( 2
11

2
1

2
1 >

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

=
−−

xex
n

xp
xn

n

令 ，则 ，由 得， 的密度函数为，
n
xy = nyxnyx y 2',2 == |)]'([|)]([)( 11 yfyfpyp −−=

n
η

当 时0>y

nyenyyp
ny

n

n

n 2

2
12

)()(
2

2
1

2
1

2
11

2

/ ⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

=
−

−

η

2

2
1

2
1

12
1

2
12

2 ny

n

nn

eyn −−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

=

与 仍独立。记 ，则由商的密度函数公式得 T的密度函数为ξ
n
η nT // ηξ=

∫
∞

∞−
= dyyptypytp nT )()(||)( /ηξ dy

n

eyney
n

nynn
yt

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

×⋅=
−−∞ −

∫
2
12

2
2
1

2
1

2
1

12
1

0
2
1

2
22

π

，∫
∞ +−−+

×

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

=
0

2)(
2
11)1(

2
1

2

2
1

2
1

22

)(

2
122

dyey
n

n tnyn

n

n

π

令 ，则 ，得)( 22 tnyu +−
)( 2

2

tn
dudy
+

=
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dueu
n

tnntp
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n
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T
2
1

0

1)1(
2
1

2
1

)1(
2
1

22
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2
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)()(
−∞ =+

+−

∫×
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

+
=

π

)1(
2
1

2

)1(
2
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2
1

2
1
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2
1

)1(
2
1

2
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+
+

⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ

×

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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=
n

nn
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n
n

π

)1(
2
1

2
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2
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)1(
2
1

)(
+−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ

=∴
n

T n
t

nn

n
tp

π
∞<<∞− t

33、解：U的分布函数为，当 时 ；当 时有0≤t 0)( =tF 0>t

∫∫∫∫∫ ∫
−−−

<++ ++
==

yxtxt

tzyx

t
dz

yx
dydxdxdydzzyxptF

0 400 )1(
6),,()(

yd
zyx

dxt
t

tt

∫∫ +++
+⋅

+
−

=
0 30

2

3 )1(
2

2)1(
2

∫∫ +
+

+
−

+
−

=
tt

dx
x

dx
t
t

t
t

0 2023

2

)1(
1

)1()1( 3

2

2 )1()1(1
11

t
t

t
t

t +
−

+
−

+
−=

对 求导可得 U 的密度函数为，当 时 ；当 时 。)(tF 0≤t 0)( =tp 0>t 4

2

)1(
3)(
t
ttp
+

=

34、证：（U，V）联合分布函数为

dxdyevuF

v
y
x

uyx

yx

∫∫
<

<+

+−
=

22

22 )(
2
1

2
1),(
π

当 时作变换， ，反函数有两支0>s
y
xtyxs =+= ,22

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+
−=

+
−=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+
=

+
=

)1(

)1(

)1(

)1(

2

2

2

2

t
ssy

t
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与
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，)1(2221
22

2
2

2

2

1 +−=−−=−=− t
y
x

y
x

y

yx
J

)1(2
1|| 2t

J
+

=

考虑到反函数有两支，分别利用两组

dxdyevuF
yx

yv
y
x

uyx
yv

y
x

uyx

)(
2
1

0,0,

22

2222 2
1),(

+−

><

<+

><

<+

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+= ∫∫∫∫ π
dt

t
e

u v s

∫ ∫ +
⋅=

∞−

−

0 2
2
1

)1(2
1

2
12
π

对 求导，得（U，V）的联合密度为（其余为 0）),( vuF

∞<<>
+

⋅=
−

vu
v

evup
u

0,0,
)1(

1
2
1),( 2

2
1

π

若令 ，)(
)1(

1)(),0(
2
1)( 2

2
1

∞<<−∞
+

=>=
−

v
v

vpueup V

u

U π

则 U 服从指数分布，V服从柯西分布，且 ，所以 U，V两随机变量独立。)()(),( vpupvup VU ×=

35、证：当 时， 与 的密度函数分别为ox > ξ η

,
)(

)( 1

1

1
1

xr
r

ex
r

xp λ
ξ

λ −−

Γ
= ;

)(
)( 1

2

2
2

xr
r

ex
r

xp λ
η

λ −−

Γ
=

当 时， 。设 。当 或 时，（U，V）联合密度为0≤x 0)()( == xpxp ηξ η
ξ

ηξ =+= VU , 0≤s 0≤t

；当 时，作变换 ，得 ， 而0),( =tsp 0,0 >> ts
y
xtyxs =+= ,

)1( t
stx
+

=
)1( t

sy
+

=

，所以2)1(
||

t
sJ
+

=

||
)()(

),( )(11
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Jeyx
rr

tsp yxrr
rr
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+

ΓΓ
= λλ

2
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21 )1(11)()(

2121

t
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t
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t
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rrrr

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+ΓΓ

= −
−−+

λλ

)()(
)1()()(

)(
)()( 21

1
21

21 1
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211
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tpsp
t
t

rr
rres

rr VUrr

r
srr

rr

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⋅
ΓΓ
+Γ

×⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ΓΓ

= +

−
−−+

+
λλ

由此知 U 服从分布服从分布，且 U 与 V 相互独立。
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36、解：令 ，当 或 时，U，V 联合密度 ；当 且
)(

,
ηξ

ξ
ηξ

+
=+= VU 0≤s )1,0(∈t 0),( =tsp 0>s

时作变换 ，则 ，)1,0(∈t
)(

,
yx

xyyxs
+

=+= sJstsystx =−== ||,,

)()(1||),( )( tpspseseJeetsp VU
syxyx =⋅=== −+−−−

由此得 U 服从 分布 ，V服从(0,1)分布，且 U与 V相互独立。−Γ )2,1(G

37、解:

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣
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−
−

−
−

= 2
2

2

21
2
1

2

22
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)())((2)(
)1(2

1exp
12

1),(
σσσσσπσ

bybyaxrnx
rr

yxp

设 。作变换 ，baVVbaUUVU ii +−=−−=−=+= 11 ,;, ηξηξ bayxs −−+=

则 ， , 。U，V 的联合密度函数为bayxt +−−= )(
2
1 tsax +=− )(

2
1 tsby −=−

2
1|| =J

||),(),( Jyxptsf =

⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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⎪
⎨
⎧
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4
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4
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1

2
1

σσσσσπσ

tststsrts
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( ) ( )[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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−

−
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1exp
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1 2
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2
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2
2

2
1

2
21

2
2

2
1

2
2
2

2
1

22
21

σσσσσσσσσσ
σσσπσ

stts
rr

设 U，V的边际分布密度函数分别为 ，欲 U 与 V 独立，必须且只需 ，)(),( tfsf VU )()(),( tVU fsftsf ⋅=

由 的表达式可知，这当且仅当 时成立。U，V相互独立与 相互独立显然是等),( tsf 02
1

2
2 =−σσ ii VU ,

价的，所以 相互独立的充要条件是 。当 时，得ηξηξ −=+= ii VU , 21 σσ = 21 σσ = σ=

，
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

+
= 2

2

)1(4
exp

)1(2
1)(

σπσ r
s

r
sfU

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
−

−
= 2

2

)1(4
exp

)1(2
1)(

σπσ r
s

r
tfV

。))1(2,0(~),)1(2,0(~ 22 σσ rNVrNU −+

38、解：（1）因为指数中二次项 的系数分别为 ，所以与(2.22)式（见上题解答）比xyyx ,, 22 1,
2
1,1 −−−

较知，可设其配方后的形式为

。))((1)(
2
1)(1 22 tysxtysx ++⋅−+−+⋅−
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比较系数得

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−−−

=−−
=−−

2
132

2
1

7
112

22 stts
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此方程组有唯一解 ，由此得3,4 −=−= ts
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⎡ −−+−+−−= )3)(4()3(

2
1)4exp

2
1),( 22 yxyxyxp
π

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⋅
−−

⋅+
−

+−
−

−
−⋅⋅

=
21

)3)(4(
2

12
2

)3()4(
)

2
11(2

1exp

2
11212

1 2
2 yxyx

π

（2）与（2.22）式比较得， 。
2

1,2,1,3,4 21 −===== rba σσ

（3） ， 。
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −
−=

2
)4(exp

2
1)(

2

1
xxp

π ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −
−=

4
)3(exp

2
1)(

2

2
yyp

π

（4） ，它服从 。
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−−==

2

2 2
15

2
1exp1

)(
),()|( yx

yp
yxpyxp

π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

2
1,

2
15

2
1 yN

39、解： .
27
1

||
1||,27|| 1

1 === −
−

B
BB

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−= − τ

π
)()(

2
1exp

||)2(

1),,( 1

2
1

2
1 axBax

B
zyxp

n

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−−= ∑
=

))((
2
1exp

||)2(

1
11

1,2
1

2
1 kk

n

kj
jk

n
axaxr

Bπ

.
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +++++−= )246247(

2
1exp

27
1)2(

1 222

2
3 yzxzxyzyx

π

的边际密度函数为（积分时在指数中对 z配方）),( 21 ξξ

zdzyxpyxp ∫
∞

∞−
= ),,(),( ∫

∞

∞−

++−++−
= dzee

yxzxyyx 222 )
2
1()4

2
135(

2
1

2
3

27
1)2(

1

π
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令 ，利用 得tyxz =++
2
1

π=∫
∞

∞−

− dte t 2

。
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ++−= )

2
1345(

2
1exp

4
63),( 22 yxyxyxp
π

40、证：以 f 记 的密度函数，则 的联合密度为 。作变换，令 ， 得ξ ),( ηξ )(0( yfxf yxs += yxt −=

。若改记 s 为 x，t 为 y，则由此可得 的联合密度
2
1||),(

2
1),(

2
1

=−=+= Jtsytsx ),( ηξηξ −+

为 。另一方面，由卷积公式得 和 的密度分别为⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + )(

2
1)(

2
1

2
1 yxfyxf ηξ + ηξ −

, .∫
∞

∞−
−= dssfsxfxg )()()( ∫

∞

∞−
+= dttftyfyh )()()(

故由 与 独立得ηξ + ηξ −

。⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + )(

2
1)(

2
1

2
1 yxfyxf )()( yhxg=

令 （此处用了 ），则有)(log)( xfxm = 0)( >xf

。)(2log)(log)(
2
1)(

2
1 yhxgyxmyxm +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

由假定知 有二阶导数，上式对 x 求导得)(xm

'
''

))((log
2222

' x
xx

xgyxyxmyxyxm =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

再对 y 求一次导数得

.0)(
2
1

4
1)(

2
1

4
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′′−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′′ yxmyxm

对任意 u,v，选择 x,y 使 则由上式得 .)(
2
1),(

2
1 yxvyxu −=+= 0)()( =′′−′′ vmum

由 u,v 的任意性得 常数，因而 ，即有 .≡′′′m 2)( cxbxaxm ++= )exp()( 2cxbxaxf ++=

所以 ，从而 , 均匀正态分布。ηξ , ηξ + ηξ −

41、证：（ 1）若 ，则 ，必存在某个 使 ，亦有⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈

Λ∈

− U
λ

λω Bf 1 U
Λ∈

∈
λ

λω Bf )( Λ∈0λ 0)( λω Bf ∈
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，从而 ，)( 0
1

λω Bf −∈ U
Λ∈

−∈
λ

λω )(1 Bf

（1）⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⊃∴

Λ∈

−

Λ∈

− UU
λ

λ
λ

λ BfBf 11 )(

反 之 ， 若 ， 必 存 在 某 个 使 亦 有 ， 即U
Λ∈

−∈
λ

λω )(1 Bf Λ∈0λ )( 0
1

λω Bf −∈ 0)( λω Bf ∈

，从而 ，U
Λ∈

∈
λ

λω Bf )( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈

Λ∈

− U
λ

λω Bf 1

。 （2）UU
Λ∈

−

Λ∈

− ⊃⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∴

λ
λ

λ
λ )(11 BfBf

由（1），（ 2）式即得（和集的逆像等于每个集逆像的和）

。UU
Λ∈

−

Λ∈

− =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

λ
λ

λ
λ )(11 BfBf

（2）若 ，则 ，即 属于每个 ，得 （对⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈

Λ∈

− I
λ

λω Bf 1 I
Λ∈

∈
λ

λω Bf )( )(ωf )( Λ∈λλB )(1
λω Bf −∈

任一 ），从而 ，Λ∈λ ( )λ
λ

ω BfI
Λ∈

−∈ 1

。 （3）⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⊃∴

Λ∈

−

Λ∈

− II
λ

λ
λ

λ BfBf 11 )(

反之，若 ，则 属于每个 ，亦有 属于每个 ，( )λ
λ

ω BfI
Λ∈

−∈ 1 ω ( ) )(1 Λ∈∈− λλBf )(ωf )( Λ∈λλB

即 ，从而 ，I
Λ∈

∈
λ

λω Bf )( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈

Λ∈

− I
λ

λω Bf 1

。 （4）II
Λ∈

−

Λ∈

− ⊃⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∴

λ
λ

λ
λ )(11 BfBf

由（3），（ 4）式即得（交集的逆像等于每个集逆像的交）

。II
Λ∈

−

Λ∈

− =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

λ
λ

λ
λ )(11 BfBf

（ 3 ） 若 ， 则 ， 亦 有 ， 从 而 ， 所 以)(1 Bf −∈ω Bf ∈)(ω )(1 Bf −∈ω )(1 Bf −∈ω

。反之，若 ，则 ，亦有 ，即 ，从)()( 11 BfBf −− ⊃ )(1 Bf −∈ω )(1 Bf −∈ω Bf ∈)(ω Bf ∈)(ω

而 ，所以 。)(1 Bf −∈ω )()( 11 BfBf −− ⊃

由以上证明可得 ，即互为对立事件的逆像也是互为对立的事件。)()( 11 BfBf −− =

42、解：(1) 由 得f x dx( )
−∞

+∞

∫ = 1 cx dx c2

0

1
1 3∫ = ∴ =
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(2) 由 得：( ) ( )P a P aξ ξ> = <
12 2

0
3 3

a

a
x dx x dx=∫ ∫

故a a a3 3 31 1
2

= − ∴ =

43434343、解：设 是所抽卡片的号数，记 ,则 的分布列是:ξ
( 1)

2
n nA +

= ξ

由

1 2
1 2

L

L

n

A A
n
A

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

2

1 1

1 2 1( )
3

n n

k k

nE k P k k
A

ξ ξ
= =

+
= ⋅ = = =∑ ∑

44444444、解: 当 时 且在 条件下 的分布是1 2 1 2( , ) ~ ( , , , , )N a a rξ η σ σ ξ σ~ ( , )N a1 1
2 xξ = η

由此比较题中条件可知:2 22
2 1 2

1

( ), (1 )N a r x a rσ
σ

σ
⎛ ⎞

+ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

a m a m r1 1
2 2

2 2
2 2 2 2

2

2 2= = = = + =
+

, , , ,σ τ σ τ σ
τ

τ σ

故在 条件下, 的条件分布 它的密度函数为y=η η N a r y a r( ( ), ( ))1
1

2
2 1

2 21+ − −
σ
σ

σ

2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 [ ( ) ( )]( | ) exp
2 2 ( )

x m x yP x y τ σ σ τ
πτσ τ σ τ σ

⎧ ⎫+ − + −
= −⎨ ⎬+⎩ ⎭

45454545、解：由题设( 的分布密度函数是：( , )ξ η 2

1 ( . ) [0. ] [0. ]
( , )

0

x y a a
P X Y a

⎧ ∈ ×⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

由商的密度计算公式 的密度 得：X ξ
η

= ρ( ) ( , )| |z P yz y y dy=
−∞

+∞

∫

2

0 0
1( ) 0 1
2
1 1

2

z

p z z

z
z

⎧
⎪ <
⎪
⎪= ≤ <⎨
⎪
⎪ ≥⎪⎩

46464646、解：1)由 得( . ) 1f x y dxxdy
+∞ +∞

−∞ −∞
=∫ ∫ 4A =

2) 的边际密度是ηQ
22 0

( )
0 0

ye yy
yηρ

−⎧ >
= ⎨

≤⎩
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当 时， 的条件下 的条件密度为∴ 0y > yη = ξ
2

|
2 0

( | )
0 0

xe xf x y
xξ η

−⎧ >
= ⎨

<⎩

47474747、解：设所取二数为 ，则它们是独立的均服从（0,4）上的均匀分布,X Y

的密度函数为 ( , )X Y∴ p x y x y( , ) ,( , )

,
= < < < <⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1
16

0 4 0 4

0 其它

∴ < = =
+

< <
∫∫p xy p x y dxdy
xy

( ) ( , ) ln4 1 4
40 4

48484848、解：1)由 得：1
3

1

3

1
=∑∑

= =i j
ijp

1
8

A =

2)在 时， 的条件分布列为 得=2ξ η ( ( , 2)2)
( 2)

P kP k
P
η ξ

η ξ
ξ
= =

= = =
=

（
−⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

1 0 1
2
11

6
11

3
11

49494949、解： 的联合密度为：Q ( , )ξ η 2 21 1( , ) exp ( )
2 2

p x y x y
π

⎧ ⎫= − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

令
s x y
t x y

x s t

y s t

= +
= −

⎧
⎨
⎩

⇒
= +

= −

1
2
1
2

( )

( )

∂
∂
( , )
( , )
x y
s t

=
1
2

的联合密度为:∴ ( , )u v

ρ
πuv s t

s t s t( , ) exp{ [( ) ( ) ]}= −
+

+
−

⋅
1

2
1
2 4 4

1
2

2 2 2 21 1exp{ [ ]}
4 2 2 2

s t
π

= − +

:的边际密度是： 同理 的边际密度为:u∴ ρ
πu

s

s e( ) =
−1

4

2

4 V ρ
πv

t

t e( ) =
−1

4

2

4

50505050、解： 的分布函数ξ 4

0 0
( ) ( ) 0 1

1 1

x
x

F x P y dy x x
x

−∞

≤⎧
⎪= = < <⎨
⎪ ≥⎩

∫

(1) 由 , 得 则1- ( ) ( ) F a F a= 4 0.5 a = 4 0.5a =

(2) 由 , 得 则1- ( ) 0.05F b = 41-  0.05b = 4 0.95b =

51515151、解： 设 为旅客的候车时间，则 在 上均匀分布ξ ξ [0, 2]
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则
2

0
1

2
xE dxξ = =∫

22

0

( 1) 1( )
2 3

xD dxξ
−

= =∫
1( ) 0.577
3

D ξ = =

52525252、解：1) 则
1 2

0
( ) ( , ) 6 (2 ) 4 3 ,0 1p x p x y dy xy x y dy x x xξ

∞

−∞
= = − − = − ≤ ≤∫ ∫

2
2 3

1 3 1 3 3 3( ) ( ) ( ) 4 ( )
2 2 2 2 2 2

z z zP z P z Pζ ξ ξ+
− − −

= = = ⋅ ⋅ − 23 26 51, (3 5)
8 8 8
z z z= − + − ≤ ≤

2) P y x y x y
x

x yη ξ ( ) ( ) ,( , )=
− −
−

≤ ≤ ≤ ≤
6 2

4 3
0 1 0 1

3) P
P

P

xy x y dxdy

x x dx
{ )

{ , }

( )

( )

( )
η ξ

η ξ

ξ
< < =

< <

<
=

− −

−
=

∫∫

∫

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

6 2

4 3

1
3

0

1
2

0

1
2

2

0

1
2

53535353、解：1)P P x z x dxZ
ξ η+ −∞

∞
= −∫( ) ( , ) (2 )

0
2 2 (1 )

z x z x z ze dx e e− + − − −= = −∫ 0Z >

2)P P z dz e{ } ( ) ( )ξ η ξ η+ < = = −+
−∫2 1

0

2 2 2

3)P P
P

{ | } ( , }
( )

ξ η
ξ η

η
< < =

< <
<

1 2 1 2
2

1 2 2(2 ) (2 )

0 0 0 0
2 / ( 2 )x y x ye dxdy e dx dy

∞− + − += ∫ ∫ ∫ ∫ -21-  e=

54545454、解： ( ) ( )ap y p yξ
η

σ
−

< = < ( )p a yξ σ= < +
2

2
( )

2
0

1
2

x a
a

e dx
ση

σ

πσ

−
−+

= ∫

服从

2

2
0

1
2

t

e dt
η

π

−
= ∫ η∴ (0,1)N−

55555555、解：

56565656、解：当 时， , 当 时，y ≤ 0 F yη ( ) = 0 y > 0

F y P yη ξ( ) ( )= <2 = − < < =
−∫P y y x dx

y

y
( ) ( )ξ ϕ

∴ = ′ =
>

≤

⎧

⎨
⎪

⎩⎪

−

P y F y y
e y

y

y

η η π( ) ( ) ,

,

1
2

0

0 0

2

ξ 1 0 1 2

p(./ )ξ 2 1=
2/3 1/3 0

0 1 2
0 4/16 4/16 1/16
1 4/16 2/16 0
2 1/16 0 0
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57575757、解： P P i j p q q p i j jij i
j= = = = = − < =−( , ) ( , , , , )ξ ξ 2

2 2 1 2 3 L

p p i pq ii
i( ) ( ) ( , , )1

1
1 1 2= = = =−ξ L

p p j j p q jj
j( ) ( ) ( ) ( , , )2

2
2 21 2 3= = = − =−ξ L

p i
j j

i( ) ( , , )
ξ
ξ

1

2

1
1

1 2
=
=

=
−

= L

p j
i

pq j ij i( ) ( )
ξ
ξ

2

1

1 1
=
=

= = +− − L

58585858、解： 的所有可能值为 。事件 表示第 次试验取得第 次成功。前面X , 1, 2,r r r+ + L { }X i= i r ( 1)i −

次试验中，有 次成功，有 次失败。这相当于在 个位置中，取( 1)r − ( 1) ( 1)i r i r− − − = − ( 1)i −

个位置，情况总数为 。有 前 次试验有 次成功，第 次为成功}，故( 1)r − 1
1

r
iC
−
− { } {X i= = ( 1)i − ( 1)r − i

1 1 1 1
1 1{ } , 1, 2,r r i r r i r

i iP X i C p q p C p q r r r− − − − −
− −= = = = + + L

注： 服从的分布称为帕斯卡分布。当 时X 1r =
1{ } 1,2,iP X i q p i−= = = L

称为几何分布。

59595959、解：首先求一只电子管工作 1000 小时以上的概率。
1

1000

1 1000 0.3679
1000

Fxp e dx e
+∞ − −= = ≈∫

只有当 5 只电子管皆工作在 1000 小时以上，仪器才能工作 1000 小时以上。又“每只电子管工作 1000

小时以上”是相互独立的，所以所求概率为 ， 此概率很小。
5 0.00673p ≈

60606060、解：（ 1）利用概率密度的性质 ，即可确定 A。( ) 1f x dx
+∞

−∞
=∫

2
2

30 0
0

2 2 1kx kx kxx A AAx e dx A e xe dx
k k k

∞
∞ ∞− − −⎡ ⎤

= − + = =⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫

故
31

2
A k=

（2）
10P X
k

⎧ ⎫≤ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

1
1 2 2 2

2

0
0

2 2 51
2 2 2

k
kx kxk k k x kxx e dx e

e
− −+ +

= = − = −∫

61616161、解：（ 1）当 时，0x < ( ) { } 0F x P X x= ≤ =
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《概率论》计算与证明题 101

当 时，0 1x≤ <
1( ) { } { 0}
3

F x P X x P X= ≤ = = =

当 时，1 2x≤ <
1 1 1( ) { } { 0} { 1}
3 6 2

F x P X x P X P X= ≤ = = + = = + =

当 时，2x ≥ ( ) { 2} { 0} { 1} { 2} 1F x P X P X P X P X= ≤ = = + = + = =

故

0, 0
1 , 0 1
3( )
1 , 1 2
2
1, 2

x

x
F x

x

x

<⎧
⎪
⎪ ≤ <
⎪= ⎨
⎪ ≤ <
⎪
⎪ ≥⎩

（2）
3
2

P X⎧ ⎫≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

3 1
2 2

F ⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

{ }1 4P X< ≤ ( ) 1 14 (1) 1
2 2

F F= − = − =

{ }1 4P X≤ ≤ ( ) 1 1 2(1 4) { 1} 4 (1) { 1}
2 6 3

P X P X F F P X= < ≤ + = = − + + = + =

或这样做：因区间[1，4]包含二个可能值 1,2，它对应的概率分别为 ， 。故
1
6

1
2

{ } 1 1 21 4 { 1} { 2}
2 6 3

P X P X P X≤ ≤ = = + + = + =

62626262、解： 的可能值 0,1,2。因是不放回抽样，故X

； ；{ }
0 3
2 13

15

220
35

C CP X
C

= = = { }
1 2
2 13

3
15

121
35

C CP X
C

= = = { }
2 1
2 13

3
15

12
35

C CP X
C

= = =

故 的分布列为X

X 0 1 2

p
22
35

12
35

1
35
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《概率论》计算与证明题 102

的分布函数为X

0, 0
22 , 0 1
35( )
34 , 1 2
35
1, 2

x

x
F x

x

x

<⎧
⎪
⎪ ≤ <
⎪= ⎨
⎪ ≤ <
⎪
⎪ ≥⎩

63636363、解：（ 1） ，为单调增函数，反函数为 ，故
3Y X=

1
3x y=

( )
1 2 2
3 3 331 1( ) ( ) ( 0)

3 3Y xf y f y y f y y y
− −⎛ ⎞

= = ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

（2） ，利用（1）的结果，有
, 0

( )
0,

x

X
e xf x

λλ −⎧ >
= ⎨

≤⎩ x 0

3
2
31 , 0( ) 3

0,

y

Y
e y yf y

y

λλ
−−⎧

>⎪= ⎨
⎪ ≤⎩ 0

64646464、解：
2

4
Y Xπ
=

1, 5 6
( )

0,X

x
f x

≤ ≤⎧
= ⎨
⎩ 其它

当 时， 单调增。 ， 。故当
25 9
4

yπ π≤ ≤ 2

4
y xπ
=

4 2 ( )y yx h y
π π

= = =
1'( )h y
yπ

=

时， 。而当 取其它值时， ，故
25 9
4

yπ π≤ ≤
1 1( ) 1Yf y
y yπ π

= × = y ( ) 0Yf y =

1 25, 9
4( )

0,
Y

Y
yf y

π π
π

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪
⎩ 其它

65656565、解： 的概率密度Θ

。 函 数 在 上 单 调 增 ， 故 其 反 函 数

1 ,
( ) 2 2

0,
f

π π
θ

θ πΘ

⎧ − < <⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

sinV A θ= ,
2 2
π π⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠

单值。( ) arcsin vh v
A

θ = =

当 时 ，V 的概率密度| |v A≥ ( ) 0Vf v =

当 （即 ）时| |v A< 4A v− < <
2 2

1 1 1'( )

1

h v
A A vv

A

= =
−⎛ ⎞− ⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

1 1( ) | '( ) |Vf v h v
A vπ π

= =
−
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《概率论》计算与证明题 103

故 2

1 ,
( )

0,
V

A v A
f v A vπ

⎧ − < <⎪= −⎨
⎪⎩ 其它

66666666、解：（1） ，11
10 10 25{ 0, 0} { 0} { 0}
12 12 36

p P X Y P X P Y= = = = = = = × =

，21
2 10 5{ 1, 0} { 1} { 0}

12 12 36
p P X Y P X P Y= = = = = = = × =

，12
10 2 5{ 0, 1} { 0} { 1}
12 12 36

p P X Y P X P Y= = = = = = = × =

22
2 2 1{ 1, 1} { 1} { 1}

12 12 36
p P X Y P X P Y= = = = = = = × =

故 的联合分布列及关于 的边缘分布列为：( , )X Y ,X Y

（2） ，11
10 9 5{ 0, 0} { 0} { 0 | 0}
12 11 22

p P X Y P X P Y X= = = = = = = = × =

，21
2 10 5{ 1, 0} { 1} { 0 | 1}

12 11 33
p P X Y P X P Y X= = = = = = = = × =

，12
10 2 5{ 0, 1} { 0} { 1| 0}
12 11 33

p P X Y P X P Y X= = = = = = = = × =

22
2 1 1{ 1, 1} { 1} { 1| 1}

12 11 66
p P X Y P X P Y X= = = = = = = = × =

故联合分布列及边缘分布列如下：

X Y 0 1 ip ⋅

0
25
36

5
36

1
18

1 1
3

1
36

1
6

jp⋅
5
6

1
6 1

X Y 0 1 ip ⋅

0
15
22

5
33

5
6

1
5
33

1
66

1
6

jp⋅
5
6

1
6 1

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学霸助手[xuebazhushou.com]-课后答案|期末试卷|复习提纲



《概率论》计算与证明题 104

67676767、解： ， ，{ 0, 0} ( ) 0P X Y P φ= = = =
0 1 3
3 2 3

4
8

2{ 0, 1}
70

C C CP X Y
C

= = = =

， ，
0 2 2
3 2 3

4
8

3{ 0, 2}
70

C C CP X Y
C

= = = =
1 0 3
3 2 3

4
8

3{ 1, 0}
70

C C CP X Y
C

= = = =

，
1 1 2
3 2 3

4
8

18{ 1, 1}
70

C C CP X Y
C

= = = =
1 1 1
3 2 3

4
8

9{ 1, 2}
70

C C CP X Y
C

= = = =

同样，可计算其它情况。 的联合分布列为：( , )X Y

68686868、解：当连掷 3 次出现反面时， 的取值为 ；出现 1 次正面，2 次反面时， 的取值为( , )X Y (0,3) ( , )X Y

；出现 2 次正面，1 次反面时， 的取值为 ；出现 3 次正面时， 的取值为(1,1) ( , )X Y (2,1) ( , )X Y

。有(3,3)

， ，

31 1{ 0, 3}
2 8

P X Y ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
1
3

1 1 3{ 1, 1}
2 2 8

P X Y C ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = × × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， ，

2
2
3

1 1 3{ 2, 1}
2 2 8

P X Y C ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = × × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

31 1{ 3, 3}
2 8

P X Y ⎛ ⎞= = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

又 ， ，{ 0, 1} ( ) 0P X Y P φ= = = = { 1, 3} ( ) 0P X Y P φ= = = =

，{ 2, 3} ( ) 0P X Y P φ= = = = { 3, 1} ( ) 0P X Y P φ= = = =

故 的联合分布列为：( , )X Y

X Y 0 1 2

0 0 2
70

3
70

1
3

70
18
70

9
70

2 9
70

18
70

3
70

3 3
70

2
70 0

X Y 1 3

0 0
1
8

1 3
8 0

2 3
8 0

3 0
1
8
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《概率论》计算与证明题 105

69696969、解：（ 1）
2 4 2

0 2 0
0 2
2 4

1 (6 ) (6 ) (6 2 ) 8
x
y

k x y dxdy k dx x y dy k x dx k
≤ ≤
≤ ≤

= − − = − − = − =∫∫ ∫ ∫ ∫

故 ，即 。
1
8

k =
1 (6 ), 0 2, 2 4

( , ) 8
0,

x y x y
f x y

⎧ − − ≤ ≤ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

（2）
1 3 1 3

0 2

1{ 1, 3} ( , ) (6 )
8

P X Y f x y dxdy x y dy
−∞ −∞

≤ ≤ = = − −∫ ∫ ∫ ∫

121

0
0

1 5 1 7 36
8 2 8 2 2 8

xx dx x
⎛ ⎞⎛ ⎞= − − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫

（3）
1.5 4 1.5

0 2 0
1.5

1 27{ 1.5} ( , ) (6 ) (6 2 )
8 32x

P X f x y dxdy dx x y dy x dx
≤

≤ = = − − = − =∫∫ ∫ ∫ ∫

（4）
22 4 2

0 2 0
: 4

1 1 2{ 4} ( , ) (6 ) 4 6
8 8 2 3

x

G x y

xP X Y f x y dxdy dx x y dy x dx
−

+ ≤

⎛ ⎞
+ ≤ = = − − = − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫∫ ∫ ∫ ∫

70707070、解：（ 1）
2 2 2 2 2 2

2 21 ( , ) ( , ) ( )
x y R x y R

f x y dxdy f x y dxdy A R x y dxdy
+∞ +∞

−∞ −∞
+ ≤ + ≤

= = = − +∫ ∫ ∫∫ ∫∫

( ) ( )
32 2

0 0 0
2

3
R R ARd A R d A R d

π π
θ ρ ρ ρ π ρ ρ= − = − =∫ ∫ ∫

故 。3

3A
Rπ

=

（2） ( )
2 2 2

22 2
3 30 0

3 3{( , ) } ( )
r

x y r

P X Y G R x y dxdy d R d
R R

π
θ ρ ρ ρ

π π
+ ≤

∈ = − + = −∫∫ ∫ ∫

2 3 2

3 3
0

6 (3 2 )
2 3

r
R r R r

R R
ρ ρ⎛ ⎞ −

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

71717171、解：（１） 的分布函数为( , )X Y

2 2 2

6( , ) ( , )
(4 )(9 )

x y x y
F x y f u v dudv dudv

u vπ−∞ −∞ −∞ −∞
= =

+ +∫ ∫ ∫ ∫

2 2

2 3 1 1arctan arctan
(4 ) (9 ) 2 2 2 3

x y x ydu dv
u v

π π
π π π π−∞ −∞

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫

2

1 arctan arctan
2 2 2 3

x yπ π
π

⎛ ⎞⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
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《概率论》计算与证明题 106

（２） ， 。
1( ) ( , ) arctan

2 2X
xF x F x π

π
⎛ ⎞= +∞ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1( ) arctan
2 3Y

yF y π
π
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

72727272、解：当 时 ；0x > ( ) ( , ) y x
Xf x f x y dy e dy e

+∞ +∞ − −

−∞ −∞
= = =∫ ∫

当 时， ，故 。得0x ≤ ( , ) 0f x y = ( ) 0Xf x =
, 0

( )
0,

x

X
e xf x
−⎧ >

= ⎨
⎩ 其它

同理 0
, 0

( )
0,

x y

Y

e dy y
f y

−⎧ >⎪= ⎨
⎪⎩

∫
其它

, 0
0,

yye y−⎧ >
= ⎨
⎩ 其它

73737373、解： 的概率密度 ； 的概率密度 ；X
1 ,

( ) 2
0,

X
a x a

f x a
⎧ − ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

Y
2

2
( )

21( )
2

y b

YF y e
b

σ

π

−
−

=

则Ｚ的概率密度

2

2
( )

21 1( ) ( ) ( )
2 2

z x b
a

Z X Y a
f z f x f z x dx e dx

a
σ

πσ

− −
−+∞

−∞ −
= − =∫ ∫

2

21 1
22 2

tz a b

z a b
z a b z a be dt

aa
σ

σ σ σπ

+ −
−

− −
⎡ + − − − ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = Φ −Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫

74747474、证： 的地位对称, ,ξ η ζQ

只证 与 独立即可知 两两独立。∴ ξ η , ,ξ η ζ

的联合密度是：∴ ( , )ξ η ( , ) ( , , )p x y p x y z dy
+∞

−∞
= ∫ 2

1 0 , 0
4

0

x y
π

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

( 得 4 分)∴ = ≤ ≤⎧
⎨
⎪

⎩⎪
P x x
ξ π

π( )
1

2
0 2

0 其它

同理P y y
η π

π( ) = ≤ ≤⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1
2

0 2

0 其它
P y y
ζ π

π( ) = ≤ ≤⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1
2

0 2

0 其它

故 独立( , ) ( ) ( )P x y P x P yξη ξ η ξ η= ⋅ ∴ 与

但P x P y P z P x P y P zξ η ζ ξ η ζ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )≠ ⋅ ⋅

故 不相互独立。ξ η ζ, ,
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《概率论》计算与证明题 107

75757575、证：令 即 逆变换

u

v

= +

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

ξ η
ξ
η

z x y

z x
y

1

2

= +

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

x z z
z

y z
z

=
+

=
+

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1 2

2

1

2

1

1

1
2

2(1 )
zJ
z

=
+

故P z z P z z
z

z
z

J e z
z

z zz
ξ η ξ

η
+

−=
+ +

=
+

≥ ≥, ( , ) ( , )| |
( )

, ,1 2
1 2

2

1

2

1

2
2 1 21 1 1

0 01

而P z e z
z

dz z e zz z
ξ η+

−∞ −=
+

= ≥∫( )
( )

,1 0

1

2
2 2 1 1

1 1

1
0

P z e z
z

dz
z

zz
ξ
η

( )
( ) ( )

,2 0

1

2
2 1

2
2 2

1

1
1

1
0=

+
=

+
≥−∞

∫

因P z z P z P z z zξ η ξ
η

ξ η ξ
η

+ += ∀, ( , ) ( ) ( ) ,1 2 1 2 1 2对

故 与 独立。ξ η+ ξ
η

76767676、证：显然 而p x( ) ≥ 0

p x dx
n
x e dxn

n x

( )
( )

−∞

+∞ − −+∞

∫ ∫=
1

2
2

2

2
1

2
0

Γ

= ⋅

= =

=
− − −+∞

− −

∫

∫

y x

n

n n
y

n
yy

n y e dy

n y e dy

2

2

2
1

2
1

0

2
1

0

1

2
2

2 2

1

2

1 8

Γ

Γ

( )

( )
LL 分

77777777、证：P k
k
e p r e

k

( )
!

( )
!

ξ
λ

η
λ
γ

λ
γ

λ= = = =− −1 21 2

∴ = =
−=

−
−

−∑P n
k
e

n k
e

k

k

n n k

( )
! ( )!

τ
λ λλ λ1

0

21 2 21( ) ( )
1 2

0

1 !
! !( )!

n
k n k

k

ne
n k n k

λ λ λ λ− + −

=

=
−∑

1 2( )1 2( )
!

n

e
n

λ λλ λ − ++
=

78787878、证： ，且0)( ≥xf
∞−∞

∞−

−−∞

∞−

∞

∞−
−==− ∫∫∫ 0

||||

2
1)( xxx edxedxedxxf
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《概率论》计算与证明题 108

是一个密度函数。)(xf∴

79、证：（ 1）设 ，所以 ， 非降。0}{)()(, 211212 ≥≤<=−> xxPxFxFxx ξ )()( 12 xFxF ≥ )(xF

（2）设 ， 由概率的可加性得011 xxxxx nn <<<<<< − LL xx ↓1

}{)( 0
0

1 xxPxxP
i

ii ≤<=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤<∏
∞

=
+ ξξ

。[ ] )()()()( 0
0

1 xFxFxFxF
i

ii −=−∑
∞

=
+

由此得 ，[ ])()(lim)()( 00 xFxFxFxF
n

−=−
∞→

右连续。)(),0()(lim)( xFxFxFxF nn
+==∴

∞→

（3） }1{}{1 ∑
∞

∞→

+≤<=∞<<−∞=
n

nnPP ξξ

。[ ] )(lim)(lim)()1( mFnFnFnF
mnn −∞→∞→

∞

∞→

==−+= ∑

由单调性得 与 均存在且有穷，由 及上式得 。)(lim xF
x −∞→

)(lim xF
x ∞→

1)(0 ≤≤ xF 1)(,0)( =∞=−∞ FF

80、证： }{}{}{ 1221 xPxPxxP <−≤=≤≤ ξξξ }){1(}{ 22 xPxP ≤−−≤= ξξ

.1}{}{ 12 −≥+≤= xPxP ξξ )(11)1()1( βααβ +−=−−+−≥

∴不等式成立

81818181、证法一：定义 则 是 的分布函数。由题设得，对任意

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∞∈
∈<≤

−∞∈
=

),1(,1
]1,0(},0{

]0,(,0
)(

x
xxP
x

xF ξ )(xF ξ

有 ， 即 有 。 由 此 得]1,0[2 ∈x }2{}0{ xxPxP <≤=<≤ ξξ }0{2}20{ xPxP <≤=<≤ ξξ

。逐一类推可得，若 ，则 ，或者 。从而对)(2)2( xFxF = ]1,0[∈nx )()( xnFnxF = )()(1
n
xFxF

n
=

有理数 ，若 与 都属于[0,1]，则有 。再由 的左连续性可得，对任意无
n
m x

n
m x )(xF

n
mx

n
mF =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ )(xF

理数 ，若 与 都属于[0,1]，则 。a ax x )()( xaFaxF =

因为区间 与[0,1]的长度相等，由题设得)1,0[
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.1}10{}10{)1( =≤≤=<≤= ξξ PPF

由此及上段证明得，对任意 有 ，即 为]1,0[∈x xxFxF == )1()( )(xF

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
≤<

≤
=

1,1
10,

0,0
)(

x
xx

x
xF

∴ 服从[0,1]上均匀分布。ξ

证法二：如同证法一中定义 的分布函数 ，由 单调知它对[0,1]上的 L－测试几乎处处可ξ )(xF )(xF

微。设 ，当 时，由题设得)1,0(, 21 ∈xx )2,1](1,0[1 =∈∆+ ixx

}{)()( 1111 xxxPxFxxF ∆+<≤=−∆+ ξ

)2(}(}{ 222 xFxxFxxxP −∆+=∆+<≤= ξ

等式两端都除以 ，再令 可得，由 存在可推得 也存在，而且x∆ 0→∆x )(' 1xF )(' 2xF

。从而对任意 有 。当 时显然有 。一点的长度)(' 2xF )(' 1xF= )1,0(∈x cxF ≡)(' ]1,0[∈x 0)(' =xF

为 0，由题设得 。由上所述可知 是连续型随机变量， 是其密度函数，0}1{}0{ ==== ξξ PP ξ )(' xF

从而定出 。至此得证 服从[0,1]均匀分布。1=c ξ

82828282、证：分别对固定的 和 有 。0x 0y
⎩
⎨
⎧

−≤
−>

=
⎩
⎨
⎧

−≤
−>

=
0

0
0

0

0
0 ,0

,1
),(,

,0
,1

),(
yx
xx

yxF
xy
xy

yxF

由上式显然可得 对每个变元非降，左连续，而且满足(2.6)及(2.7)，即),( yxF ,0),( =−∞ yF

但有1),(,0),( =+∞+∞=−∞ FxF

,1)0,0()1,0()0,1()1,1( −=+−− FFFF

这说明当取 时(2.5)式不成立。所以 不是分布函数。1,0 2121 ==== bbaa ),( yxF

83838383、证：必要性：

dxdyekedxdyyxf
y

a
bacy

a
bxa

∫∫ ∫∫
−

−+−
⋅=

2
2)(

),(

令 ，得 。设yvy
a
bxu =+= , 1,, =−== Jv

a
buxvy
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∫∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−
−−= dvedukedxdyyxf

v
a
bac

au
2

2

2

),(

要积分收敛，必须 ，由此得应有 以及 。利用0/)(,0 2 >−> abaca 02 >− bac 0>c

可得∫
∞

∞−

− = πdue u2

11
2

2
2

2

=
−

⋅⋅=∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−
−− ππ

bac
a

a
kdveduke

v
a
bac

au

∴
π

2back −
=

从而题中所列条件全部满足。 以上诸步可逆推，充分性显然。

84848484、证：我们有 ,1121)(21,1)(0 =−≤−≤≤≤ iiii xfxF

,1]1)(2][1)(2][1)(2[1 332211 ≤−−−≤− xFxFxF

代入 的表达式得 (1)),,( 321 xxxfα ),,( 321 xxxfα 0≥

又有

[ ]∫
∞

∞−
− iiiii dxxfxF )(1)(2 [ ]∫

∞

∞−
−= )(1)(2 iiii xdFxF [ ] 0)()(2

1 =−=
∞

∞−iii xFxF

(2)321321 ),,( dxdxdxxxxf∫∫∫∴ α ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
== 1)()()( 333222111 dxxfdxxfdxxf

由（1），（ 2）知 是密度函数。用与上面类似的方法计算可得边际密度函数为),,( 321 xxxfα

,)(),,( 1132321 xfdxdxxxxf =∴ ∫∫∫ α )(),,( 3321321 xfdxdxxxxf =∫∫∫ α

.)(),,( 2231321 xfdxdxxxxf =∫∫∫ α

85858585、证：当 时 ， 与 的联合分布密度为ππ 20,20 ≤≤≤≤ yx ξ η

；∫ −
=

π

ξη π
2

0 3 )sinsinsin1(8
1),(

dzzyx
yxp 2

2

0
3 4

1)cos(sinsin
8 ππ

π

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−= zyxz

其余 。当 时，0),( =yxpξη π20 ≤≤ x

；∫ ∫ =−=
π

ξη ππ
2

0

2

0 3 2
1)sinsinsin1(

8
1)( dzzyxdyxp

其余 。由于 三者在密度函数的表达式中所处地位相同，故得当0)( =xpξ ζηξ ,,

时， ；当 时，ππ 20,20 ≤≤≤≤ zx 24/1),( πξζ =zxp ππ 20,20 ≤≤≤≤ zy
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；当 时， ；当 时， ；在其余
24/1),( πηζ =zyp π20 ≤≤ y πη 2/1)( =zp π20 ≤≤ z πζ 2/1)( =zp

区域内，诸边际密度函数均取 0 值。由于 ),()(),( ypxpyxp ηξξη = ),()(),( zpxpzxp ζξξζ =

故 两两独立；但当 时有),()(),( zpypzyp ζηηζ = ζηξ ,, πππ 20,20,20 <<<<<< zyx

，故 不相互独立。)()()(),,( zpypxpzyxp ζηξ≠ ζηξ ,,

86868686、证 ：（1）由褶积公式及独立性得

},{}{ 21
0

21 ikiPkP
k

i
−====+ ∑

=

ξξξξ }{}{ 21
0

ikPiP
k

i
−===∑

=

ξξ

21

0

1
21

)!(!
λλ λλ −

=

−
−∑ −

⋅= e
ik

e
i

k

i

ki
1

21
0

)(

)!1(!
!

!
1

21 −

=

+− ∑ −
= ki

k

i ki
ke

k
λλλλ

)(21 21

!
)( λλλλ +−+

= e
k

k

L,2,1,0=k

这就证明了 具有普阿松分布，且参数为21 ξξ + 21 λλ +

（2）
}{

},{}|{
21

211
211 nP

nkPnkP
=+

=+=
==+=

ξξ
ξξξ

ξξξ

}{
},{

21

21

nP
knkP

=+
−==

=
ξξ
ξξ

}{
}{}{

21

21

nP
knPkP

=+
−==

=
ξξ
ξξ

)(2121 2121

!
)(

)!(!
λλλλ λλλλ +−−

−
− +

÷
−

⋅= e
n

e
kn

e
k

nknk

证毕。

knk

k
n

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

21

2

21

1

λλ
λ

λλ
λ

87878787、证：由题设得

，
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1})1,1(}1,1({}1{ =⋅+⋅=−=−===== ηξηξξ UPP

。
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1})1,1(}1,1({}1{ =⋅+⋅==−=−===−= ηξηξξ UPP

}])1,1(}1,1[{}1({}1,1{ −=−======= ηξηξξζξ UIPP

，}1{}1{
4
1}1{}1{}1,1{ ========== ζξηξηξ PPPPP

}])1,1(}1,1[{}1({}1,1{ =−=−====−== ηξηξξζξ UIPP
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，}1{}1{
4
1}1{}1{}1,1{ −====−===−=== ζξηξηξ PPPPP

同理可证 ， .}1{}1{}1,1{ =−=+=−= ζξζξ PPP }1{}1{}1,1{ −=−=+−=−= ζξζξ PPP

所以 与 相互独立。用同样的方法可片 与 也相互独立。但ξ ζ η ζ

，}])1,1{}1,1[{}1,1({}1,1,1{ −=−========= ηξηξηξζηξ UIPP

，
8
1}1{}1{}1{ ==== ζηξ PPP

所以 只两两独立而不相互独立。ζηξ ,,

88888888、证：由独立性得， 的概率密度为),,( zyxV =
)(

2
1

33

222
2

)2(
1),,(

zyx
ezyxp

++−
= σ

σπ

的分布函数为，当 时，
222 zyxS ++= 0>s

{ } dxdydzeszyxPsF
zyx

Szyx

)(
2

1

33
222

22
2

2222 )2(
1)(

++−

<++
∫∫=<++= σ

σπ

作球面坐标变换， ，则 ，ϕρϕθϕθρ cos,sinsin,sincos === zyx ϕρ sin|| 2=J

ρρ
σπ

ϕϕθ
π π σρ

deddsF
a 22

0 0 0

/
2
1

33

22

)2(
1sin)( ×= ∫ ∫ ∫

−

ρρ
σπ

π
σρ

de
a 2

0

/
2
1

33

22

)2(
122 ⋅⋅= ∫

−

由此式对 s 求导可得，当 时，S的密度函数为0>s

.⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−== 2

2

2

2

2
exp2)()('

σσπ
sssfsF

89、证：当 时， 与 的密度函数分别为ox > ξ η

,
)(

)( 1

1

1
1

xr
r

ex
r

xp λ
ξ

λ −−

Γ
= ;

)(
)( 1

2

2
2

xr
r

ex
r

xp λ
η

λ −−

Γ
=

当 时， 。设 。当 或 时，（U，V）联合密度0≤x 0)()( == xpxp ηξ η
ξ

ηξ =+= VU , 0≤s 0≤t

为 ；当 时，作变换 ，得 ， 而0),( =tsp 0,0 >> ts
y
xtyxs =+= ,

)1( t
stx
+

=
)1( t

sy
+

=
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，所以2)1(
||

t
sJ
+

=

||
)()(

),( )(11

21

21
21

Jeyx
rr

tsp yxrr
rr

+−−−
+

ΓΓ
= λλ

2

11

21 )1(11)()(

2121

t
se

t
s

t
st

rr
s

rrrr

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+ΓΓ

= −
−−+

λλ

)()(
)1()()(

)(
)()( 21

1
21

21 1

21

211

21

tpsp
t
t

rr
rres

rr VUrr

r
srr

rr

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⋅
ΓΓ
+Γ

×⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ΓΓ

= +

−
−−+

+
λλ

由此知 U 服从分布服从分布，且 U 与 V 相互独立。

90909090、证：必要性。设 是随机变量，则对 有 ，又 ，ξ BC∈ FC ∈∈ })(:{ ωξω 1),( Bx ∈−∞

.Fxx ∈−∞∈=<∴ ),()(:{})(:{ ωξωωξω

充分性。记 ，现证 M 是 中 域。}))(:(,:{ 1 FARAAM ∈∈⊂= ωξω 1R −σ

（1） ，故 。FR ∈Ω=∈ })(:{ 1ωξω MR ∈1

（2）若 ,由上题 得 ,故MC∈ )()( 11 CfCf −− = FCC ∈∈−Ω=∈ })(:())(:( ωξωωξω MC ∈

对余集运算封闭。

（3）设 ，由上题（1）中结论得 ， 关于可列并集运算封闭。L,MCi ∈ MC
i

i ∈
∞

=
U

1

M

由(1)－(3)知，M 是 域的集类。由条件知， ,−σ }:),{( 1RxxM ∈−∞⊃

,1
1}:),{( BRxxSM =∈−∞⊃∴

其中 S{A}表示由集类 A 产生的 域。由此得证 是一随机变量。−σ ξ
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第四章 数字特征与特征函数

1、设 是事件 A在 n次独立试验中的出现次数，在每次试验中 ，再设随机变量 视 取偶µ pAP =)( η µ

数或奇数而取数值 0 及 1，试求 及 。ηE ηD

2、袋中有 k号的球 k只， ，从中摸出一球，求所得号码的数学期望。nk ,,2,1 L=

3、随机变量 取非负整数值 的概率为 ，已知 ，试决定 A与 B。µ 0≥n !/ nABp n
n = aE =µ

4、袋中有 n张卡片，记号码 1,2,…,n,从中有放回地抽出 k 张卡片来，求所得号码之和 的数学期望µ

及方差。

5、试证：若取非负整数值的随机变量 的数学期望存在，则 。ξ ∑
∞

=

≥=
1

}{
k

kPE ξξ

6、若随机变量 服从拉普拉斯分布，其密度函数为 。试求ξ ,,
2
1)(

||

∞<<∞−=
−−

xexp
x
λ
µ

λ
0>λ

， 。ξE ξD

7777、若 相互独立，均服从 ，试证 。21 ,ξξ ),( 2σaN
π
σ

ξξ += aE ),max( 21

8888、甲袋中有 只白球 只黑球，乙袋中装有 只白球 只黑球，现从甲袋中摸出 只球放a b α β ( )c c a b≤ +

入乙袋中，求从乙袋中再摸一球而为白球的概率。

9999、现有 n 个袋子，各装有 只白球 只黑球，先从第一个袋子中摸出一球，记下颜色后就把它放入第a b
二个袋子中，再从第二个袋子中摸出一球，记下颜色后就把它放入第三个袋子中，照这样办法依次

摸下去，最后从第 n 个袋子中摸出一球并记下颜色，若在这 n 次摸球中所摸得的白球总数为 ，求nS

。nS

10101010、在物理实验中，为测量某物体的重量，通常要重复测量多次，最后再把测量记录的平均值作为该体

质重量，试说明这样做的道理。

11111111、若 的密度函数是偶函数，且 ，试证 与 不相关，但它们不相互独立。ξ 2Eξ < ∞ ξ ξ

12121212、若 的密度函数为 ，试证： 与 不相关，但它们不独立。,ξ η
2 2

2 2

1 , 1
( , )

0, 1

x y
p x y

x y
π
⎧ + ≤⎪= ⎨
⎪ + >⎩

ξ η

13131313、若 与 都是只能取两个值的随机变量，试证如果它们不相关，则独立。ξ η

14141414、若 ，试证 的相关系数等于 的相关系数。,U aX b V cY d= + = + ,U V ,X Y
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15151515、若 是三个随机变量，试讨论（1） 两两不相关；1 2 3, ,ξ ξ ξ 1 2 3, ,ξ ξ ξ

（2） ；（ 3） 之间的关系。1 2 3 1 2 3( )D D D Dξ ξ ξ ξ ξ ξ+ + = + + 1 2 3 1 2 3E E E Eξ ξ ξ ξ ξ ξ= ⋅ ⋅

16161616、若 服从二元正态分布， 。证明： 与 的相关系数,ξ η , 1, , 1E a D E b Dξ ξ η η= = = = ξ η

，其中 。cosr qπ= {( )( ) 0}q P a bξ η= − − <

17171717、设 服从二元正态分布， ，试证：( , )ξ η 0, 1,E E D D r rξηξ η ξ η= = = = =

。
(1 )max( , ) rE ξ η
π
−

=

18181818、设 与 独立，具有相同分布 ，试求 与 的相关系数。ξ η 2( , )N a σ p qξ η+ u vξ η+

19191919、若 服从 ，试求 。ξ 2( , )N a σ | |kE aξ −

20202020、若 及 分别记二进制信道的输入及输出，已知α β { 1} , { 0} 1 ,P p P pα α= = = = −

， ，试求{ 1 1}P qβ α= = = }{ 0 1} 1 , { 1 0} ,P q P rβ α β α= = = − = = = { 0 0} 1P rβ α= = = −

输出中含有输入的信息量。

21212121、在 12 只金属球中混有一只假球，并且不知道它比真球轻还是重，用没有砝码的天平来称这些球，

试问至少需要称多少次才能查出这个假球，并确定它比真球轻或重。

22222222、试用母函数法求巴斯卡分布的数学期望及方差。

23232323、在贝努里试验中，若试验次数 是随机变量，试证成功的次数与失败的次数这两个变量独立的充要v
条件，是 服从普阿松分布。v

24242424、设 是一串独立的整值随机变量序列，具有相同概率分布，考虑和 ，其中{ }kξ 1 2 vη ξ ξ ξ= + +L v

是随机变量，它与 相互独立，试用（1）母函数法，（2）直接计算证明{ }kξ

。
2, ( )k k kE Ev E D Ev D Dv Eη ξ η ξ ξ= ⋅ = ⋅ + ⋅

25252525、若分布函数 成立，则称它是对称的。试证分布函数对称的充要条件，是它的( ) 1 ( 0)F x F x= − − +

特征函数是实的偶函数。

26262626、试求 均匀分布的特征函数。[0,1]

27272727、 一 般 柯 西 分 布 的 密 度 函 数 为 。 证 它 的 特 征 函 数 为2 2

1( ) , 0
( )

p x
x
λ

λ
π λ µ

= ⋅ >
+ −

，利用这个结果证明柯西分布的再生性。exp{ | |}i t tµ π−
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28282828、 若随机变量 服从柯西分布， ，而 ，试证关于特征函数成立着ξ 0, 1µ λ= = η ξ=

，但是 与 并不独立。( ) ( ) ( )f t f t f tξ η ξ η+ = ⋅ ξ η

29292929、试求指数分布与 分布的特征函数，并证明对于具有相同 值的 分布，关于参数 有再生性 。Γ − λ Γ − r

30303030、求证：对于任何实值特征函数 ，以下两个不等式成立：( )f t

。
21 (2 ) 4(1 ( )), 1 (2 ) 2( ( ))f t f t f t f t− ≤ − + ≥

31313131、求证：如果 是相应于分布函数 的特征函数，则对于任何 值恒成立：( )f t ( )F x x

。
1lim ( ) ( 0) ( 0)

2
T itx

TT
f x e dt F x F x

T
−

−→∞
= + − −∫

32323232、随机变量的特征函数为 ，且它的 阶矩存在，令 ，称( )f t n
0

1 log ( ) ,
k

k k k
t

dX f t k n
i dt =

⎡ ⎤
= ≤⎢ ⎥

⎣ ⎦
kX

为随机变量的 k 阶半不变量，试证 （ 是常数）的 阶半不变量等于 。bη ξ= + b ( 1)k k > kX

33333333、试求出半不变量与原点矩之间的关系式。

34343434、设 相互独立，具有相同分布 试求 的分布，并写出它的数学期望及协1 2, , , nξ ξ ξL 2( , )N a σ
1

n

ξ
ξ

ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

M

方差阵，再求 的分布密度。
1

1 n

i
in

ξ ξ
=

= ∑

35353535、若 服从二元正态分布 ，其中 ，试找出矩阵 ，使 ，且要求 服从非ξ (0, )N Σ
4 2
2 1
⎛ ⎞

Σ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A Aξ η= η

退化的正态分布，并求 的密度函数。η

36363636、证明：在正交变换下，多元正态分布的独立、同方差性不变。

37373737、若 为( , )ξ η 的分布 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

2 1 2

!( , ) (1 )
! !( )!

k k n k k

i

np k k p p p p
k k n k k

ξ η − −= = = − −
− −

0 1ip< <

，（ 1）求随机变量 的边际分布；（2）求 。0 ≤ ≤k ni k k n1 2+ ≤ 1,2i = ξ E( | )η ξ

38383838、若 的取值是非负数，且 ,又 ，求, ,r v ξ ( )
!

nABp n
n

ξ = = 8Eξ = ?, ?A B= =

39393939、设 且二者独立，求 , 的相关系数~ (2,1), ~ (1,4)N Nξ η U = −ξ η2 2V ξ η= − ρ u v

40404040、某汽车站在时间 t 内发车的概率为 P(t)=1- ，求某人等候发车的平均匀时间。e t−8

41414141、某厂生产的园盘的直径服从 内的均匀分布，求园盘面积的数学期望。( , )a b
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42424242、搜索沉船， 在时间 t 内发现沉船的概率为 ， 求为了发现沉船所需要的平均P t e t( ) ( )= − >−1 0λ λ
搜索时间。

43434343、从数字 中按有放回方式取数，设随机变量 表示第一次选取的数字，随机变量 表示第二1,2,3,4 ξ η

次选取的不小于 的数字. (1)写出 的联合分布列; (2)求 .ξ ( , )ξ η Eη

44444444、如果 互不相关,且方差分别为 ,求 的相关系数 ., ,ξ η ζ 1,3,6 ,u vξ η η ζ= + = + ρ u v

45454545、将三个球随机地放入三个盒子中去，设随机变量 分别表示放入第一个、第二个盒子中的球的个,ξ η

数。1)求二维随机变量 的联合分布列; 2)求( , )ξ η Eξ

46464646、设 相互独立，且 ，求 的相关系,  RVξ η 2,   1,  1,   4E D E Dξ ξ η η= = = = - 2 ,  2 -  U Vξ ξ η= =

数 。uvp

47474747、民航机场一送客汽车载有 20 个旅客从机场开出，旅客可从 10 个站下车，如果到站没人下车就不停

车，假定乘客在每个车站下车是等可能的，求平均停车次数。

48484848、据统计，一个 40 岁的健康者在 5 年内死亡的概率为 ，保险公司开办五年人寿保险，条件是参1- p

加者需要交保险费 元，若五年内死亡，公司赔偿 元 ，问 应如何确定才能使公司可望受a b ( )b a> b

益？若有 个人参加保险，公司可望收益多少?m

49494949、对敌人防御地段进行 100 次轰炸，每次命中目标的炸弹数是一个随机变量，其期望值是 2，方差是

1.69，求 100 次轰炸中有 180～220 颗命中目标的概率。

50505050、若有 把看上去样子相同的钥匙，其中只有 1 把打开门上的锁。用它们去试开门上的锁，设取得每n
把钥匙是等可能的。若每把钥匙试开后除去，求试开次数 的期望。X

51515151、对球的直径作近似测量，其值均匀分布在区间 上。求球的体积的期望。[ , ]a b

52525252、设 服从几何分布，它的概率分布列为： ，其中 ，求X 1{ } , 1,2,iP X i q p n−= = = L 1q p= −

， 。( )E X ( )D X

53535353、设离散随机变量 的分布列为 ，求 的期望。X 1{ } , 1,2,
2

P X i i+ = = L sin
2

Y Xπ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

54545454、有 3 只球，4 只盒子，盒子的编号为 。将球随机地放入 4 只盒子中去。记 为其中至少有1,2,3,4 X

1 只球的盒子的最小号码。求 。( )E X

55555555、随机地掷 6 个骰子，利用切比雪夫不等式估计 6 个骰子出现点数之和在 15 点到 27 点之间的概率。

56565656、已知正常成人血液中，每亳升白细胞数平均是 7300，标准差是 700。利用切比雪夫不等式估计每亳
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升男性成人血液中含白细胞数在 5200 至 9400 之间的概率 。p

57575757、一部件包括 10 部分，每部分的长度是一个随机变量，相互独立且服从同一分布、其期望是 2 ，mm

标准差是 0.05 。规定总长度为 时产品合格，求产品合格的概率。mm (20 0.1)mm±

58585858、根据以往的经验，某种电器元件的寿命服从均值为 100 小时的指数分布，现随机取 16 只，设它们

的寿命是相互独立的，求这 16 只元件的寿命的总和大于 1920 小时的概率。

59595959、证明 Cuchy---Swchz 不等式，若 存在 ,则E Eξ η2 2⋅ E E Eξη ξ η2 2 2≤ ⋅

60606060、设 r>0，则当 E 存在时， ,有 。| |ξ r ∀ >ε 0 P E r

r(| | ) | |
ξ ε

ξ
ε

≥ ≤

61616161、若 则 。
-1( )    1, 2,   1( 0)kP k pq k p q pξ = = = + = >L

1E
p

ξ =

62626262、设 与 都只取两个数值，且 与 不相关，则 与 独立。ξ η ξ η ξ η

63636363、叙述并证明契比雪夫大数定律。

64646464、若 是取非负整数的随机变量， 均存在，则 。ξ ,E Dξ ξ E P i
i

ξ ξ= ≥
=

∞

∑
1

( )

65656565、设 的联合密度函数是 ，求证:( )ξ η,
[ ]

f x y
R

e R
x Rxy y

( , ) ( )=
−

−
−

− +1
2 1 2

1
2 1

22
2 2

π

[ ]E Rmax( , )ξ η
π

=
−1

66666666、证明：对取值于区间 中的随机变量 恒成立， 。[ , ]a b ξ
2

, ( )
2

b aa E b Dξ ξ
−⎛ ⎞≤ ≤ ≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

67676767、设随机变量 的方差 存在， 为任一实数，证明：ξ Dξ c 2( )D E cξ ξ≤ −

68686868、设随机变量 的密度函数为： ， 其中 为正整数， 证明：ξ
0( ) !

0 0

n
xx e xp x n

x

−⎧
≥⎪= ⎨

⎪ <⎩

n

p n n
n

{ ( )}0 2 1
1

< < + ≥
+

ξ

69696969、若 相互独立且同分布， ，试证： 对任意的1 2, , , nRVξ ξ ξL 1,   1,   1, 2,3, ,i iE D i nξ ξ= = = L

有( 1, 2, , ) k k n= L
1

( 1)0 2
k

i
i

kP k
k

ξ
=

−⎧ ⎫< < ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑

70707070、如果随机变量序列 ，当 时有 ，证明： 服从大数定律.n{ }ξ n → ∞ 2
1

1 ( ) 0
n

k
k

D
n

ξ
=

→∑ n{ }ξ
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71717171、设 的密度函数是 ，证明 与 不相关，且不独立。( , )ξ η
2 2

2 2

1 1
( . )

0 1

x y
P x y

x y
π
⎧ + ≤⎪= ⎨
⎪ + >⎩

ξ η

72727272、设连续型 的密度函数为 (其中 为正整数)，试利用契贝晓夫不,R Vξ ( 0)( ) !
0 ( 0)

m
xx e xP X m

x

−⎧
>⎪= ⎨

⎪ ≤⎩

m

等式证明 .(0 2( 1))
1

mP m
m

ξ< < + ≥
+

73737373、设 是独立随机变量序列， 的分布列为1 2, , , ,nX X XL L iX

证明：
1

1lim 0
n

in i
p X

n
ε

→∞
=

⎧ ⎫
≥ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑

74747474、若 的密度函数是偶函数，且 ，试证 与 不相关，但它们不相互独立。ξ 2Eξ < ∞ ξ ξ

75757575、若 的密度函数为 ，试证： 与 不相关，但它们不独立。,ξ η
2 2

2 2

1 , 1
( , )

0, 1

x y
p x y

x y
π
⎧ + ≤⎪= ⎨
⎪ + >⎩

ξ η

76767676、若 与 都是只能取两个值的随机变量，试证如果它们不相关，则独立。ξ η

77777777、若 ，试证 的相关系数等于 的相关系数。,U aX b V cY d= + = + ,U V ,X Y

78787878、Pareto 分布的为密度函数为 ，这里 ，试指出这分布具有 阶矩，1 ,( )
0,

r

r
rA x Ap x x

x A

+

⎧
≥⎪= ⎨

⎪ <⎩

0, 0r A> > p

当且仅当 。p r<

79797979、若 的密度函数为 ，试证对于任何 ， 。ξ 2

1 , | |
2 | | (log | |)( )

0,

x e
x xp x

⎧ >⎪= ⎨
⎪⎩ 其它

0a > | |aE ξ = ∞

80808080、记 ，若 ，试证， ， 。| |kka E ξ= na < ∞ 1
1

k k
k ka a+

+≤ 1,2, , 1k n= −L

81818181、试用母函数法证明二项分布及普阿松分布的再生性。

82828282、若分布函数 成立，则称它是对称的。试证分布函数对称的充要条件，是它的( ) 1 ( 0)F x F x= − − +

X
0ia− ia =1,2,i L

p
2

1
2i 2

1
1

i
−

2
1

2i
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特征函数是实的偶函数。

83838383、 若随机变量 服从柯西分布， ，而 ，试证关于特征函数成立着ξ 0, 1µ λ= = η ξ=

，但是 与 并不独立。( ) ( ) ( )f t f t f tξ η ξ η+ = ⋅ ξ η

84848484、若 相互独立且服从相同分布 ，试证 服从参数为 的 分布，并1 2, , , nξ ξ ξL (0,1)N 2

1

n

i
i

η ξ
=

=∑ n 2X −

说明 分布也有再生性。
2X −

85858585、求证：对于任何实值特征函数 ，以下两个不等式成立：( )f t

。
21 (2 ) 4(1 ( )), 1 (2 ) 2( ( ))f t f t f t f t− ≤ − + ≥

86868686、随机变量的特征函数为 ，且它的 阶矩存在，令 ，称( )f t n
0

1 log ( ) ,
k

k k k
t

dX f t k n
i dt =

⎡ ⎤
= ≤⎢ ⎥

⎣ ⎦
kX

为随机变量的 k 阶半不变量，试证 （ 是常数）的 阶半不变量等于 。bη ξ= + b ( 1)k k > kX

87878787、求证，在 时有不等式 。x o>
2 2

2
1 1 1

2 2 2
2

1
1

t x
x

x

x e e dt e
x x

− ∞ − −
≤ ≤

+ ∫

88888888、若 具有有限方差，服从同一分布，但各 间， 和 有相关，而 是独立的，kξ k kξ 1kξ + , (| | 2)k l k lξ ξ − ≥

证明这时对 大数定律成立。{ }kξ

第四章 解答

1111、解： 服从两占分布，由第二章第 29 题得， {事件 A 出现奇数次}=η PP == }1{η

P{事件 A 出现偶数次} ，所以==−− }0{,)21(
2
1

2
1

ηPp n np)21(
2
1

2
1

−+=

，
npE )21(

2
1

2
1

−−=η

.nnn pppD 2)21(
4
1

4
1)21(

2
1

2
1)21(

2
1

2
1

−−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=η

2222、解：设 表取一球的号码数。袋中球的总数为 ，所以ξ )1(
2
121 +=+++ nnnL
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.nk
nn
k

nn

kkP ,,,2,1,
)1(

2

)1(
2
1

}{ L=
+

=
+

==ξ

.∑
=

+=
++

⋅
+

=⋅
+

=
n

k
nnnn

nn
k

nn
kE

1
)12(

3
1

6
)12)(1(

)1(
2

)1(
2

ξ

3333、解：由于 是分布，所以应有 ，即 。又由已知µ ∑∑
∞

=

∞

=

=⋅==
00

1
!

}{
n

n

n n
BAnP µ BB eAAe −== ,1

，即 ， , 。a
n
ABnE

n

n
=⋅=∑

∞

= !0
µ a

n
BAB

n

n

=
−∑

∞

=

−

0

1

)!1(
aABeB = ,aB =∴ aB eeA −− ==

4444、解：设 表示抽出 k 张卡片的号码和， 表示第 i 次抽到卡片的号码，则 ，µ iξ kξξξµ +++= L21

因为是放回抽取，所以诸 独立。由此得，对 。iξ ki ,,2,1 L=

，∑∑
==

+
=

+
⋅==⋅=

n

j

n

j
i

nnn
n

j
nn

jE
11 2

1
2

)1(111
ξ

；)1(
2
1

21 +=+++= nkEEEE kξξξµ L

，)12)(1(
6
1

6
)12)(1(11

1

22 ++=
++

⋅=⋅=∑
=

nnnnn
nn

jE
n

j
iξ

，( ) )1(
12
1)1(

4
1)12)(1(

6
1 2222 −=+−++=−= nnnnEED iii ξξξ

。)1(
12
1 2

21 −=+++= nkDDDD nξξξµ L

5555、证： ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

==≥
11

}{}{
k kjk

jPkP ξξ

LLL +=++=+=++=+=+== }3{3{}2{}3{}2{}1{ ξξξξξξ PPPPP

.∑
∞

=

===
1

}{
k

EkkP ξξ

.

6666、解： ∫
∞

∞−

−− −
== ))((

2
1 ||

λ
µ

λ
ξ λ

µ xtdxxeE
x

令

.∫
∞

∞−

−+
= dtet t||

2
µλ

∫∫
∞

∞−

−∞

∞−

− += dtedtet tt ||||

22
µλ

µµ =+= 0
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∫
∞

∞−

−
=−=

−−

))(()(
2
1

||

2

λ
µ

µ
λ

ξ λ

µ

xtexD
x

令

∫∫
∞ −∞−∞

∞−

− +−==
0

2

0

2222 2)( dtteetdtet ttt λλλ

.2

0

2

0

2

0

2 2)(22)(2 λλλλ =−=+−=
∞−∞ −∞− ∫ ttt edtteet

7777、证： 的联合密度为 ，21ξξ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

−
−

−= 2

2

2

2

2
)(

2
)(exp),(

σσ
ayaxyxp

∴ ∫∫= dxdyyxpyxE ),(),max(),max( 21 ξξ

∫∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
+=

x

x
dyyxypdxdyyxxpdx ),(),(

（利用密度函数的积分值为 1，减 a 再加 a）

∫∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
+−+−=

x

x
adyyxpaydxdyyxpaxdx ),()(),()(

（在前一积分中交换积分次序，在后一积分中交换 x 与 y 的记号）

∫∫ ∫∫
∞∞ ∞

∞−

∞

∞−
+−+−=

yy
adxyxpaydydxyxpaxdy ),()(),()(

∫∫
∞

−
−∞

∞−

−
−

−+=
y

axay

dxeaxdyea 2

2

2

2

2
)(

2
)(

2 )(
2

12 σσ

πσ
))(( tay

=
−
σ

令

.dtea t∫
∞

∞−

−+=
21

σ
π π

σ
π

π
σ

+=+= aa

8888、解：令 B 表“从乙袋摸一球为白球”， 表从甲袋所摸个球中白球数，则 取值 ，服从超ξ ξ 0,1, ,cL

几何分布，且 ，考虑到若 ，则当 时 ；若 ，则当
( )
caE
a b

ξ =
+

c a> 1, ,i a c= + L { } 0P iξ = = c b>

时 ；而在条件概率定义中要求 由此得i c b< − { } 0P iξ = = ( ) { } 0iP A P iξ= = >

! ( , )

max(0, )
( ) { } { | }

m n a c

i c b
P B P i P B iξ ξ

= −

= = =∑
0

{ }
i

iP i
c

α α
ξ

α β=

+
= =

+ +∑

0 0

1{ } { }
i i

i P i i P i
c c

α αα
ξ ξ

α β α β= =

+
= = + =

+ + + +∑ ∑

.
E

c c
α ξ

α β α β
= +

+ + + +
1 ac

c a b
α

α β
⎛ ⎞= +⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

9999、解：令 ，则
⎩
⎨
⎧

=
袋子中摸出黑球从第

袋子中摸出白球从第

i
i

i ,0
,1

ξ

，1{ 1}
( )
aP

a b
ξ = =

+
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。2
1{ 1}

1 1
a a b aP

a b a b a b a b
ξ

+
= = + + +

+ + + + + +

2

( )( 1)
a ab a a

a b a b a b
+ +

= =
+ + + +

由此类推得 ， 。又 ，1{ 1}
( )
aP

a b
ξ = =

+
1,2, ,i n= L 1 2n nS ξ ξ ξ= + + +L

。
1

n

n
i

naES E
a b

ξ
=

∴ = =
+∑

10101010、解：以 表第 i 次测量值，由于受测量过程中许多随机因素的影响，测量值 和物体真实重量iξ iξ a

之间有偏差， 是独立同分布的随机变量，并有 。测量记录的平均值记为 ，则iξ
2,i iE a Dξ ξ σ= = η

1
1 ( )nn

η ξ ξ= + +L

， 。
1

1 n

i
i

naE E a
n n

η ξ
=

= = =∑
2 2

2 2
1

1 n

i
i

nD D
n n n

σ σ
η ξ

=

= = =∑

平均值 的均值仍为 ，但方差只有 方差的 ，而方差是描述随机变量对于其数学期望的离散程度，η a iξ
1
n

所以以 作为物体的重量，则更近于真值。η

11111111、证：设 是 的密度函数，则 。由 是奇函数可得 ，从而( )f x ξ ( ) ( )f x f x− = ( )xf x 0Eξ =

。又由于 是奇函数，得| | 0E Eξ ξ = | | ( )x x f x

| | | | ( ) 0 | |E x x f x dx E Eξ ξ ξ ξ
∞

−∞
= = =∫

故 与 不相关。| |ξ ξ

由于 的密度函数是偶函数，故可选 使 ，亦有 ，ξ 0c > 0 {| | } 1P cξ< < < { } 1P cξ < <

{ } {| | } {| | } { ,| | }P c P c P c P c cξ ξ ξ ξ ξ∴ < < ≠ < = < <

其中等式成立是由于 。由此得 与 不独立。{| | } { }c cξ ξ< ⊂ < | |ξ ξ

12121212、证： ，同理 。
2

2

1 1

1 1

1( , ) 0
x

x
E xp x y dxdy xdx dyξ

π
∞ ∞ −

−∞ −∞ − − −
= = =∫ ∫ ∫ ∫ 0Eη =

2

2

1 1

1 1

1cov( , ) 0
x

x
E E E xdx ydyξ η ξη ξ η

π
−

− − −
= − = =∫ ∫
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即 与 不相关。但 与 不独立，事实上可求得ξ η ξ η

， ，

22 1 , | | 1
( )

0, | | 1

x x
p x x

x
ξ

⎧ − ≤⎪= ⎨
⎪ >⎩

22 1 , | | 1
( )

0, | | 1

y y
yp x

y
η

⎧ − ≤⎪= ⎨
⎪ >⎩

而当 且 时， 。| | 1x ≤ | | 1y ≤ ( , ) ( ) ( )p x y p x p yξ η≠

13131313、证：设 。作两个随机变量
1 1 2 2

, ,
,

, ,
a b c d
p q p q

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。
* *

1 1 2 2

, 0 , 0
: , :

, ,
a b c d

b d
p q p q

ξ ξ η η
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

由 与 不相关即 得ξ η E E Eξη ξ η=

* * ( ) ( )E E b d bd E E bE dE bdξ η ξη η ξ ξ η η ξ= − − + = − − +

，
* *( )( )E b E d E Eξ η ξ η= − − =

而 ，
* * * *( )( ) { , }E a b c d P a b c dξ η ξ η= − − = − = −

，
* * * *( ) { } ( ) { }E E a b P a b c d P c dξ η ξ η= − = − − = − 

由上两式值相等，再由 得( )( ) 0a b c d− − ≠

* * * *{ , } { } { }P a b c d P a b P c dξ η ξ η= − = − = = − = −

此即 。同理可证{ , } { } { }P a c P a P cξ η ξ η= = = = = 

，{ , } { } { }P a d P a P dξ η ξ η= = = = = { , } { } { }P b c P b P cξ η ξ η= = = = = 

，{ , } { } { }P b d P b P dξ η ξ η= = = = = 

从而 与 独立。ξ η

14141414、证： ， ，
2,EU aEX b DU a DX= + = 2,EV cEY d DV c DY= + =

，cov( , ) ( ) ( ) cov( , )U V Ea X EX c Y EY ac X Y= − − = ⋅

。
cov( , )

| || | | | ( )UV xy
U V acr r

aca DX c D Y
= =

欲 ，题中需补设 与 同号。UV xyr r= a c
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15151515、解：（一）证(1)�(2)，设（1）成立，即两两不相关，则

2
1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) [( ) ( )]D E E E Eξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ+ + = + + − + +

2
1 1 2 2 3 3[( ) ( ) ( )]E E E Eξ ξ ξ ξ ξ ξ= − + − + −

1 2 3 1 1 2 22 ( )( )D D D E E Eξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= + + + − −

1 1 3 3 2 2 3 32 ( )( ) 2 ( )( )E E E E E Eξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ+ − − + − −

，1 2 3D D Dξ ξ ξ= + +

∴（2）成立。

（二）(1)⇏(3)。设

，1 2

1, 1 1, 1
: , :1 1 1 1, ,

2 2 2 2
ξ ξ

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

并设 与 独立，则1ξ 2ξ

（记）： ，1 2 3ξ ξ ξ= 2
1 2 3 3

1, 1 1
, :1 1 1,

2 2
ξ ξ ξ ξ

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

由第三章25题知， 两两独立，从而两两不相关，满足（1）。而 ，这时1 2 3ξ ξ ξ 1 2 0E Eξ ξ= =

，（3）不成立。1 2 3 1 2 30 1E E E Eξ ξ ξ ξ ξ ξ⋅ ⋅ = ≠ =

（三）(2)⇏(1)。设 ，则1 2 3
10, ,
2

Dξ ξ ξ ξ ξ ξ> = = = −

。1 2 3
1 1 1( ) ( ) 2
2 2 4

D D D Dξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ⎛ ⎞+ + = + − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，1 2 3
1 12
2 4

D D D D D D Dξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ⎛ ⎞+ + = + + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

满足（2）。但显然 两两相关，事实上由 得 与 相关，（1）不成立。1 2 3, ,ξ ξ ξ 2 2( ) 0E E Dξ ξ ξ− = ≠ ξ ξ

（四）(2)⇏(3)。事实上，由(1)�(2)，(1)⇏(3)得必有(2)⇏(3)。

（五）(3)⇏(2)。设

1 2 1 3

1, 0 0, 1 1, 1
: , 1: , :1 1 1 1 1 1, , ,

2 2 2 2 2 2
ξ ξ ξ ξ

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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则

2
1 2 1 2 3 3

0 0
: , :

1 1
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

再设 与 独立，从而 的函数 与 也独立，我们有 ，1ξ 3ξ 1ξ 2ξ 3ξ 1 2
1 1,
2 2

E Eξ ξ= − =

， ， ，3 0Eξ = 1 2 1 3 1 3 2 3 2 30, 0, 0E E E E E E Eξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= = ⋅ = = ⋅ = 1 2 3 1 2 30E E E Eξ ξ ξ ξ ξ ξ= = ⋅ ⋅

满足（3）。但

1 2 3( )D ξ ξ ξ+ +

1 2 3 1 2 1 3 2 32 2 2D D D E E Eξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= + + + + + − 1 2 1 3 2 32 2 2E E E E E Eξ ξ ξ ξ ξ ξ⋅ − ⋅ − ⋅

1 2 3 1 22D D D E Eξ ξ ξ ξ ξ= + + − ⋅

。1 2 3 1 2 3
1
2

D D D D D Dξ ξ ξ ξ ξ ξ= + + + ≠ + +

∴（2）成立。

（六）(3)⇏(1)。事实上，由(1)�(2)，(3)⇏(2)得必有(3)⇏(1)。

（七）当 相互独立时，(1)，(2)，(3)同时成立。1 2 3, ,ξ ξ ξ

16161616、证：由题设得

（ 令
2 2

22
( )( ) 0

1 1exp ( ) 2 ( )( ) ( )
2(1 )2 1- x a y b

q x a r x a y b y b dxdy
rrπ − − <

⎧ ⎫
⎡ ⎤= − × − − − − + −⎨ ⎬⎣ ⎦−⎩ ⎭

∫∫

）,u x a v y b= − = −

2 2
2

1 ( 2 )
2(1 )

2
0

1= e
2 1-r

u ruv v
r

uv

dudv
π

− − +
−

<
∫∫

2 2
2

1 ( 2 )0 2(1 )

2

1 e
1-r

u ruv v
r dudv

π

− − +
−

−∞
= × ∫

令 ，则cos , sin , | |u v Jρ θ ρ θ ρ= = =

2

2 (1 sin 2 )
2(1 )

2
2

1
1-r

r
rq d e d

ρ θπ

π ρ
θ ρ ρ

π

− −∞ −= ∫ ∫
2

2
2 (1 sin 2 )

2(1 )

2
2

0

1 1
1 sin 21-r

r
rr e d

r

ρ θπ

π θ
θπ

∞
− −

−
⎡ ⎤−⎢ ⎥= −

−⎢ ⎥⎣ ⎦
∫
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2

2

1-r (
1 sin 2

d
r

π

π
θ

α θ
π θ

=
−∫ 令 =2 )

2 21-r
2 1 sin

d
r

π

π

α
π α

=
−∫

2

2

2 2

1
1-r 1 2

1-r 1-r

tg r
arctg

π

π

α

π

⎡ ⎤−⎢ ⎥
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎣ ⎦

由 ， 而 得 ， 即lim
2

tg
α π

α
↓

= −∞
2

1
2lim

21-r

tg r
arctg

α π

α π
↓

−
= −

2

1 1
21-r

rq arctg
π

−
= +

，变形得
2

1
2 1-r

rtg q π
⎡ ⎤ −⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

， 或 ，
21-r

rctgqπ− = −
2

2
21-r

rctg qπ =

所以 。
2

2 2 2 2
2 sin cos

1
ctg qr q ctg q q
ctg q

π
π π π

π
= = ⋅ =

+

注 意 到 ， 且 与 同 号 ， 即 与 同 号 ， 故 得 （ 其 中0 1q< < r ctgdπ r cosqπ cosr qπ=

）。{( )( ) 0}q P a bξ η= − − <

17171717、证：由题设得

2 2
2

1 ( 2 )
2(1 )

2

max( , )max( , )
2 1

x xy y
rx yE e dxdy

r
ξ η

π

− − +∞ ∞ −

−∞ −∞
=

−
∫ ∫

2 2 2 2
2 2

1 1( 2 ) ( 2 )
2(1 ) 2(1 )

2

1
2 1

x xy y x xy yX Yr rxdx e dy xdx e dx
rπ

− − + − − +∞ ∞− −

−∞ −∞ −∞ −∞

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

− ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫

2 2
2

1 ( 2 )
2(1 )

2

1
1

x xy yX rxdx e dy
rπ

− − +∞ −

−∞ −∞
=

−
∫ ∫

22
2

( )1
2(1 )12

2

1
1

y rxrx
rrxe dx e dy

rπ

−− −∞ − −+
−∞ −∞

=
−

∫ ∫
2 21

12 21 rx tx
rxe dx e dt

π

−
∞ − −

+
−∞ −∞

= ∫ ∫
用部分积分法，令，余下部分为，得。
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18181818、解：记 ，则,S p q T u vξ η ξ η= + = +

，( ) , ( )ES pa qa p q a ET u v a= + = + = +

，
2 2 2 2 2 2( ) , ( )DS p q DT u vσ σ= + = +

，
2 2cov ( ( ) ( ))( ( ) ( ))ST E p a q a u a v a pu qvξ η ξ η σ σ= − + − − + − = +

。
2 2 2 2ST
pu qvr

p q u v
+

∴ =
+ +

19191919、解：

2

2
( )

21| | | |
2

x a
k k x aE a x a e dx uσξ

σπσ

−
−∞

−∞

−⎛ ⎞− = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 令

2

21 | |
2

u
k ku e duσ σ

πσ

∞ −

−∞
= ∫

2

2
0

2 u
k ku e duσ

π
∞ −

= ∫

。

2 2

21 2 2
0

0

2 2 ( 1)
u u

k k k ku e k u e duσ σ
π π

−

∞
∞ −− −

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

当 为偶数时k
2

2
0

2| | ( 1)( 3) 3 1
u

k kE a k k e duξ σ
π

∞ −
− = − − ⋅ ⋅ ∫L 1 3 5 ( 3)( 1) kk k σ= ⋅ ⋅ − −L

当 为奇数时k

。

2

2
0

2| | ( 1)( 3) 4 2
u

k kE a k k ue duξ σ
π

∞ −
− = − − ⋅ ⋅ ∫L

22 4 ( 3)( 1) kk k σ
π

= ⋅ ⋅ − −L

20202020、解： { 1} { 1, 0} { 1, 1}P P Pβ β α β α= = = = + = =

{ 1| 0} { 0} { 1| 1} { 1}P P P Pβ α α β α α= = = = + = = =

(1 )p r pq= − +

{ 0} { 0, 0} { 0, 1}P P Pβ β α β α= = = = + = =

{ 0 | 0} { 0} { 0 | 1} { 1}P P P Pβ α α β α α= = = = + = = =

(1 )(1 ) (1 )p r q p= − − + −

。{ 1} { 0} 1P Pβ β= + = =
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( ( ) [(1 ) ]log[(1 ) ] [ (1 ) (1 )(1 )]H H p r pq p r pq p q p rβ= = − − + − + − − + − − ×出)

，log[ (1 ) (1 )(1 )]p q p r× − + − −

( ( )H Hλ α β=出)

{ 0}[ { 1| 0}log { 1| 0}P P Pα β α β α= − = = = = =

{ 0 | 0}log { 0 | 0}]P Pβ α β α+ = = = =

{ 1}[ { 0 | 1}log { 0 | 1}P P Pα β α β α− = = = = =

{ 1| 1}log { 1| 1}]P Pβ α β α+ = = = =

(1 )[ log (1 ) log(1 )] [(1 ) log(1 ) log ]p r r r r p q q q q= − − + − − − − − +

所以输出中含有输入的信息量 H（入）－H 出（入）为

H（入）－H 出（入）＝H（出）－H 入（出）

[(1 ) ]log[(1 ) ] [ (1 ) (1 )(1 )]p r pq p r pq p q p r= − − + − + − − + − − log[ (1 )p q−

。(1 )(1 )] (1 ) log (1 )(1 ) log(1 ) (1 ) log(1 )p r p r r p r r p q q+ − − + − + − − − + − − logpq q+

21212121、解：需要确定其结局的实验 有 24 个可能结局，即 12 个是假球，且它比真的轻或重。若认为全β

部结局是等概的，则实验 的熵 ，即需要得到 个单位信息。由称一次（随便怎β ( ) log 24H β = log 24

样的）所构成的实验 ，可以有 3 个结局（即天平可以向右斜或向左斜或保持平衡），进行 次复合试α k

验 后，可得到不大于 的信息，而 ，所以至少得称三次才可1 2k kA α α α= L log3 log3kk = 2 33 24 3< <

以称出假球，且判明它比真球轻或重。

具体称法共有十几种，详见雅格洛姆著：“概率与信息”，这里仅取一法叙述如下：

第一次称：天平两端分放 1、2、3、4 和 5、6、7、8，下余 I、II、III、IV。

（A）若第一次称时平衡，则假球在 I、II、III、IV 中。

第二次称：天平两端分放 I、II 和 III、1，注意 1 是真球。

（AA）若第二次称时平衡，则 IV 是假球；再把 1 和 IV 分放天平两端称第三次，可判别假球 IV
比真球 1 轻或重。

（AB）若第二次称进 I、II 较重（或轻），

第三次称：天平两端分放 I 和 II。
（ABA）若第三次称时平衡，则 II 是假球，且比真球较轻（或重）。

（ABB）若第三次称时不平衡，则与（AB）中同重（或轻）的那球是假球，且它比真球较重（或

轻）。

（B）若长一资助称时 1、2、3、4 较重，则假球在天平上。

第二次称：天平两端分放 1、2、5 和 3、4、6。
（BA）若第二次称时平衡，则 7、8 中之一为假球，由第一次称的结果知假球较轻，再把 7 和 8 分

放天平两端称第三次，即可假球。
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（BB）若第二次称时 1、2、5 较重，则或 1、2 中之一为假球，且它比真球较重，或 6 是假球且它

比真球较轻。

第三次称：天平两端分放 1 和 2。
（BBA）若第三次称进平衡，则 6 是假球且比真球轻。

（BBB）若第三次称时不平衡，则较重的一球是假球，且它比真球重。

（C）若第一次称时 5、6、7、8 较重，则只需把（B）中编号 1、2、3、4 与 5、6、7、8 依次互换 ，

即得称法。

22222222、解：巴斯卡分布为 。其母函数为
1
1{ } , , 1,k n k k

nP n C q p n k kξ − −
−= = = + L

1
1( ) ( - )k n k k n

n
n k

P s C q p s m n k
∞

− −
−

=

= =∑ 令

。
1

1
0

k k m m k
m k

m
p C q s s

∞
−
+ −

=

= ∑ 1
0

( )
(1 )

k k
k k m m

m k k
m

p sp s C qs
qs

∞

+ −
=

= =
−∑

，
1 1 1

2 1
1 1

(1 ) (1 )'(1)
(1 ) (1 )

k k k k k k
k

k k
s s

ks qs ks qs q kp s kE P p
qs qs p

ξ
− − −

+
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + −
= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1 2 1 1

1 2 2
1 1

( 1) (1 ) ( 1)(1 )''(1)
(1 ) (1 )

k k k k k K
k

k k
s s

kp s k s qs k qs qSP kp
qs qs

− − + −

+ +
= =

′⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + + −
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

，
1 2

2 2 2

( 1)(1 ) ( 1)(1 )
(1 )

k k
k

k
k q k q q k kq kkp

qs p p

+

+

− − + + − +
= ⋅ = =

−

。

22
2

2 2"(1) '(1) [ '(1)] k kq k k k kqD P p P
p p p p p

ξ
⎛ ⎞+

= + − = − + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

23232323、证：设，
⎩
⎨
⎧

=
⎩
⎨
⎧

=
次成功第

次失败第

次失败第

次成功第

i
i

,
i
i

ii ,0
,1

,0
,1

ηξ

。{ 1} { 0} , { 0} { 1} 1i i i iP P p P P pξ η ξ η= = = = = = = = −

则 的母函数为 。iξ
0 1

1( ) (1 ) 1F s p s ps p ps= − + = − +

同理可得 的母函数为 ， 的母函数记为 。以 表示成功次数，则iη 2 ( ) (1 )F s p p s= + − v ( )G s ξ

，本题认为 与 独立，得 的母函数为 。同理，以 表示失败次1 vξ ξ ξ= + +L { }nξ v ξ 1( ) [ ( )]P s G F sξ = η

数，则 ，其母函数为 。1 vη η η= +L 2( ) [ ( )]P s G F sη =

必要性。设 与 独立，则由 得ξ η v ξ η= +

。(1 ) [ (1 ) ] ( )G p ps G p p s G s− + ⋅ + − =

因为 ，所以若记上式左边 的变量分别为 ，可得(1 ) ( ) 1p ps p s ps s− + + + − = + G ,x y
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。( ) ( ) ( 1)G x G y G x y= + −

令 ，则上式变成( ) ( 1)G x T x= −

。( 1) ( 1) ( 1 1) [( 1) ( 1)]T x T y T x y T x y− − = + − − = − + −

利用教本 P97 引理可得

。
1 ( 1)( ) ( 1) x xG x T x a e− −= − = =

即 的母函数 ，这是普阿松分布的母函数。由于母函数与分布列之间是相互唯一v ( ) exp{ ( 1)}G s sλ= −

确定的，所以得 是服从普阿松分布的随机变量。v
充分性。设 服从普阿松分布，参数为 ，则v λ

1{ } { } { | }v
n r

P r P v n P r v nξ ξ ξ
∞

=

= = = + + = =∑ L

1{ } { }v
n r
P v n P rξ ξ

∞

=

= = + + =∑ L 1(1 )
!

n
r r n
n

n r

e C p p
n

λλ−∞
−

=

= −∑

。[ ]1 (1 ) ( )
! ( )!

n r r

n r

e p p
r n r

λ

λ λ
− ∞

−

=

= −
−∑ ( )

!

p re p
r

λ λ−

=

同理可得 。
(1 )

(1 )
{ }

!

t
p p

P t e
t

λ
λ

η − −
⎡ ⎤−⎣ ⎦= =

又有 { , } { } { | }P r r P v r t P r v r tξ η ξ= = = = + = = +

。1 (1 )
( )!

r t
r r
r

e C p p
r t

λλ− +

+= −
+

(1 ) { } { }
! !

r t r te p p P r P t
r t

λλ
ξ η

− + −
= = = =

再由 的任意性即得证 与 独立。,r t ξ η

24242424、证：（1）设 的母函数为 ， 的母函数为 。而 ，所 。iξ ( )F s v ( )G s 1 vη ξ ξ= + +L ( ) [ ( )]P s G F sη =

由此得

1' (1) { '[ ( )] '( )} '(1) '(1)s kE P G F s F s G F Ev Eηη ξ== = ⋅ = ⋅ = ⋅

其中 。
0 0

 F(1) { } 1 { } 1j
i i

j j
P j jξ ξ

∞ ∞

= =

= = ⋅ = = =∑ ∑
2

" (1) ' (1) ' (1)D P P Pη η ηη ⎡ ⎤= + − ⎣ ⎦

[ ] [ ]{ }2

1
' ( ) '( ) '[ ( )] ''( )

s
G F s F s G F s F s

=
= ⋅ + ⋅ 2'(1) '(1) [ '(1) '(1)]F G F G+ − ⋅

[ ]2 2''(1) '(1) '(1) ''(1) '(1) '(1) [ '(1) '(1)]G F G F F G F G= + ⋅ + ⋅ − ⋅
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[ ]{ }2 2 2'(1) "(1) '(1) '(1) [ '(1)] { ''(1) '(1) [ '(1)]G F F F F G G G= + − + + −

。
2( )k kEv D Dv Eξ ξ= ⋅ + ⋅

（2）直接计算。由题设得

1
0

{ } { } { | }n
n

P i P v m P i v mη ξ ξ
∞

=

= = = + + = =∑ L

1
0 0

{ } { | }n
i n

E i P v n P i v nη ξ ξ
∞ ∞

= =

= = + + = =∑ ∑ L

1
0 0

{ } { }n
n i
P v n iP iξ ξ

∞ ∞

= =

= = + + =∑ ∑ L

利用 得1 1( )nE nEξ ξ ξ+ + =L

。1 1
0

{ }
n

E P v n nE Ev Eη ξ ξ
∞

=

= = = ⋅∑

2 2
1

0 0
{ } { | }n

i n
E i P v n P i v nη ξ ξ

∞ ∞

= =

= = + + = =∑ ∑ L

2

1
0 0

{ } { }n
n i
P v n i P iξ ξ

∞ ∞

= =

= = + + =∑ ∑ L

记 ，利用 及 得1 nξ ξ ξ= + +L 2 2( )E D Eξ ξ ξ= + 1D nDξ ξ=

( )2 2
1 1

0

{ } ( ) [ ( )]n n
n

E P v n D Eη ξ ξ ξ ξ
∞

=

= = + + + + +∑ L L

2 2
1 1

0
{ } ( )

n
P v n nD n Eξ ξ

∞

=

⎡ ⎤= = +⎣ ⎦∑

2 2
1 1

0
( ) { }

n
Ev D E n P v nξ ξ

∞

=

⎛ ⎞= ⋅ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

最后，再利用 得 。
2 2( )Ev Dv Ev= + 2 2 2 2

1 1 1( ) ( ) ( )E Ev D Dv E Ev Eη ξ ξ ξ= ⋅ + ⋅ + ⋅

。
2 2 2

1 1( ) ( )D E E Ev D Dv Eη η η ξ ξ∴ = − = ⋅ + ⋅

25252525 、 证 ： 必 要 性 。 由 得 ， 此 即( ) 1 ( 0)F x F x= − − + { } { } { }P x P x P xξ ξ ξ< = > − = − <

，所以对特征函数 有( ) ( )F x F xξ ξ−= ( )f t

，( ) ( ) ( ) ( )it itx itx itf t Ee e dF x e dF x Ee f tξ ξ
ξ ξ

−
−= = = = =∫ ∫

由此知 是实函数。又有( )f t
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，
( )( ) ( ) ( ) ( )itx itx it itf t e dF x e dF x Ee Ee f tξ ξ

ξ ξ
− − − −

−− = = = = =∫ ∫
所以 又是偶函数。( )f t

充 分 性 。 由 于 ， 又 由 题 设 知 是 实 函 数 ， 所 以
( )( ) ( )it itf t Ee Ee f tξ ξ

ξ ξ
− −

−− = = = ( )f tξ

。由唯一性定理知， 与 的分布函数相同， ，即( ) ( ) ( )f t f t f tξ ξ ξ−= = ξ ξ− ( ) ( )F x F xξ ξ−=

，从而 。{ } { } { }P x P x P xξ ξ ξ< = − < = > − ( ) 1 ( 0)F x F x= − − +

26262626、解： 。当 时 ；当 时
1, [0,1]

( )
0, [0,1]

x
p x

xξ

∈⎧
= ⎨ ∈⎩

0t = ( ) 1f t − 0t ≠

。

1
1

0
0

1 1( ) ( 1)itx itx itf t e dx e e
it it

= = = −∫

27272727、证： 2 2

1 -( )
( )

itx xf t e dx u
x
λ µ

π λ µ λ
∞

−∞

⎛ ⎞= ⋅ ⋅ =⎜ ⎟+ − ⎝ ⎠∫ 令

（1）2

1 1
1

it it ue e du
u

µ λ

π
∞

−∞
=

+∫
考虑复变函数的积分，当 ，取 为上 yyyy0t > c

半圆周 和实轴上从 到 ccccRe (0 )iθρ θ π= ≤ ≤ R− R

的围道（如图），若 位于上半圆周上，则 xxxxu i−

， ，有 -R 0 RReiu θ= Reidu i dθ θ=

（2）
Re

1 22 2 20

1 1
1 1 1

titRtt z it u t
tC R

ee dz e du iRe d I I
z u R e

θλτλ λ θ
θ θ

−
= + = +

+ + +∫ ∫ ∫

对 有 。1I 1 2

1lim
1

it u

R
I e du

u
λ∞

−∞→∞
=

+∫

由 及题设 得 ，所以对 有0t > 0λ > sin0 1t Re λ θ−< ≤ 2I

sin
sin

2 2 2 20 0
| |

1 1

it R
tR

i
e RI R d e d
R e R

λ θπ π λ θ
θ θ θ−≤ ≤

+ −∫ ∫

（当 时） （3）2 0
1

R
R
π

< →
−

R→+∞

在上半平面上，仅有 是被积函数的一阶极点，由复变函数中留数定理得，对任何 有z i= 1R >

（4）12

1 2 2
1 2

t
tt z t

C

ee dz i c i e
z i

λ
λ λπ π

−
−

−= ⋅ = =
+∫

其中
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1 2lim ( ) lim ( )
1 ( )( )

i tz i tz

z i z i

e ec z i z i
z z i z i

λ λ

− → →
= − = −

+ + −
1 1lim
2 2

i tz
t ti t

z i

e e e
z i i i

λ
λ λ−

→
= = =

+

把（2），（ 3），（ 4）代入（1）式得

（5）2

1
1

it u te du e
u

λ λπ
∞ −

−∞
=

+∫

由于 ， 是 的奇函数，它在 上积分值为 0；2 2 2

1 1 cos sin
1 1 1

it u ie t u t u
u u u

λ λ λ= +
+ + + 2

sin
(1 )

t u
u
λ

+
u ( , )−∞ ∞

是的偶函数，当 时，其积分值应与 时积分值相等；再注意到（5）中右端 ，所2

cos
(1 )

t u
u
λ

+
0t < 0t > 0t >

以当 时有0t <

（6）| |
2

1
1

it u te du e
u

λ λπ
∞ −

−∞
=

+∫
当 时有0t =

（7）0
2 2

1 1
1 1

it u it ue du e du e
u u

λ λ λπ π
∞ ∞ − ⋅

−∞ −∞
= = =

+ +∫ ∫
把（5）—（7）代入（1）式得，对任意有

。( ) exp{ | |}f t it tµ λ= −

现证柯西分布具有再生性。设 的特征函数为 ，再设 与 独1( 1, 2)iξ = ( ) exp{ | |}i i if t it tµ λ= − 1ξ 2ξ

立， ，则1 2η ξ ξ= +

，1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) exp{ ( ) ( ) | |}f t f t f t it tη µ µ λ λ= = + − +

所以 仍服从柯西分布，且参数为 。η 1 2 1 2,µ µ λ λ+ +

28282828、证：由上题得 ，所以由 得
| |( ) ( ) e tf t f tξ η
−= = 2ξ η ξ+ =

。
| 2 | 2 | |

2( ) ( ) e e ( ) ( )t tf t f t f t f tξ η ξ ξ η
− −

+ = = = = ⋅

但 与 并不独立，事实上，可取 使 ，则ξ η c 0 { } 1P cξ< < <

，{ , } { } { } { }P c c P c P c P cξ η ξ ξ η< < = < ≠ < ⋅ <

这说明由 与 独立可推得 ，但反之不真。ξ η ( ) ( ) ( )f t f t f tξ η ξ η+ = ⋅

29292929、解：（1）指数分布。当 时，其密度函数为 ，所以它的特征函数为0x ≥ ( ) xp x e λλ −=

，
( )

0 0
( ) itx x x itf t e e dx e dxλ λλ λ

∞ ∞− − += =∫ ∫
1

( ) 1x it

o

ite
it it

λλ λ
λ λ λ

∞ −
− ⎛ ⎞= = = −⎜ ⎟− − ⎝ ⎠
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其中 。
( )| | 0( )x it xe e xλ λ− −= → →∞

（2） 分布。当 时，其密度函数为 ，为求其特征函数，我们指出，Γ − 0x > 1( )
( )

r
r xp x x e

r
λλ − −=

Γ

对复数 ，只要 ，就有如下等式成立：z b ic= + 0b >

。
1

0

( )r zx
r
rx e dx
z

∞ − − Γ
=∫

利用此式可求得 分布的特征函数为Γ −

1

0
( )

( )

r
itx r xf t e x e dx

r
λλ∞ − −=

Γ∫ 1 ( )

0( )

r
r it xx e dx

r
λλ ∞ − − −=

Γ ∫

。
( ) 1

( ) ( )

rr

r
r it

r it
λ

λ λ

−Γ ⎛ ⎞= ⋅ = −⎜ ⎟Γ − ⎝ ⎠

现证 分布具有再生性。设 ，则它们的特征函数分别为Γ − 1 1 2 2~ ( , ), ~ ( , )G r G rξ λ ξ λ

，
1 2

1 2( ) 1 , ( ) 1
r rit itf t f t

λ λ

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

再设 与 独立， ，则有1ξ 2ξ 1 2η ξ ξ= +

，
1 2

1 2( ) ( ) ( ) 1
r ritf t f t f tη λ

− −
⎛ ⎞= ⋅ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

所以服从 分布， 分布具有献策性。Γ − Γ −

30303030、证： 是实值函数，复数部分为 0，只需对实部计算。( )f t

1 (2 ) (1 cos 2 ) ( )f t tx dF x
∞

−∞
− = −∫ 22sin ( )txdF x

∞

−∞
= ∫

。2 (1 cos )(1 cos ) ( )tx tx dF x
∞

−∞
= − +∫ 4 (1 cos ) ( ) 4(1 ( ))tx dF x f t

∞

−∞
≤ − = −∫

1 (2 ) (1 cos 2 ) ( )f t tx dF x
∞

−∞
+ = +∫ 22 2cos ( )txdF x

∞

−∞
= ∫

，( )2
22 cos ( ) 2( ( ))txdF x f t

∞

−∞
≥ =∫

其中利用柯西——许瓦兹不等式（置 ）( ) cos , ( ) 1x tx xϕ ψ= =

。( )( )2
2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x dF x x dF x x dF xϕ ψ ϕ ψ⎡ ⎤ ≤⎣ ⎦∫ ∫ ∫

31313131、证： 。( )( )1 1lim ( ) lim ( )
2 2

T Titx it y x

T TT T
I f t e dt e dF y dt

T T
∞− −

− − −∞→∞ →∞
= = =∫ ∫ ∫
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由于 ，所以 关于乘积测度 绝对可积，由富比尼定理知可交换上式中积
( ) 1it y xe − = ( )it y xe − [ , ]FP L T T× −

分次序，得

。( )( )1lim ( )
2

T it y x

TT
I dF y e dt

T
∞ −

−∞ −→∞
= ∫ ∫

记 ，则当 时有
( )1( , )

2
T it y x

T
g T y e dt

T
−

−
= ∫ y x=

，
1( , ) 1

2
T

T
g T y dt

T −
= =∫

当 时有 。y x≠
0

1 sin ( )( , ) 2cos ( )
2 ( )

T T y xg T y t y x dt
T T y x

−
= − =

−∫

由此得 ，且 。由控制收敛定理得| ( , ) | 1g T y ≤
0,

lim ( , )
1,T

y x
g T y

y x→∞

≠⎧
= ⎨ =⎩

。( ) { }
lim ( , ) ( ) ( )

xT
I g T y dF y dF y

∞

−∞ →∞
= =∫ ∫ { } ( 0) ( )P x F x F x= = + −

32323232、证：由 得 ，亦有 。bη ξ= + ( ) ( )itbf t e f tη ξ= log ( ) log ( )f t itb f tη ξ= +

当 时，等式两边同对 求 阶导数， 一项导数为 0 所以由定义得 的 等于 的 。1k > t k itb η kX ξ kX

33333333、解：利用特征函数 的原点矩 之间的关系式 ，可把 展成幂级数( )f t km
( ) (0)k k

kf i m= ( )f t

（1）
1

, (0) 1( ) 1 ( )
!

kk

k
f

mf t it
k

∞

=

== +∑

又利用上题中定义的 ，可把 展成幂级数kX log ( )f t
1

log ( ) ( )
!

kk

k

Xf t it
k

∞

=

=∑

。 （2）
1

( ) exp ( )
!

kk

k

Xf t it
k

∞

=

⎧ ⎫∴ = ⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑

再把（2）中的 展成幂级数得
ye

。 （3）
2

1 1

1 1( ) 1 ( ) ( )
1! ! 2! !

k kk k

k k

X Xf t it it
k k

∞ ∞

= =

⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ L

比较（1）与（3）式中的系数，可得半不变量与原点矩之间的关系式

34343434、解：由诸 独立得 的密度函数为1ξ ξ
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《概率论》计算与证明题 136

，

( )
2

1 2
1 1

( )1( , , ) ( ) exp
22

i

n n
i

n n ni i

x ap x x p xξ σπ σ= =

⎧ ⎫−
= = −⎨ ⎬

⎩ ⎭
∏ ∏L

数学期望和协方差阵为

， 。

1n

a
E

a
ξ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

M

2

2

2

0

0 n n

B

σ
σ

σ
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

N

由上题知，

，
2

2
2

1 1

1 1~ , ,
n n

i i
N a N a

n n n
σ

ξ σ
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

所以 的分布密度为 。ξ
2

2

( )( )
22

n n x ap x expξ σπσ
⎧ ⎫−

= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

35353535、解：取 。令 ，其中 ，则 与 的特
1 0

0, , ~ (0, ),
0 1

E D C N C Cη η η
⎛ ⎞

= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Aξ η= 2 2( )ijA a ×= η ξ

征函数分别为

，
1 1( ) exp , ( ) exp ( )
2 2

f t t Ct f t t ACA tτ τ
η ξ

⎧ ⎫ ⎧ ⎫= − = −⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

且有 ，即ACAτ = Σ

。

2 2
11 12 11 21 11 12 11 21 12 22

2 2
21 22 21 22 11 21 12 22 21 22

1 0 4 2
0 1 2 1

a a a a a a a a a a
a a a a a a a a a a

⎛ ⎞+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

矩阵 不唯一，取 可解得 ，从而 ，这时满足A 11 2a = 12 21 22
2 22, ,

2 2
a a a= = =

2 2

2 2
2 2

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

题中的要求，由 得 非退化，且 的密度函数为 。~ (0, )N Cη η η ( )2 2
1 2 1 2

1 1( , ) exp
2 2

p x x x x
π

⎧ ⎫= − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

36363636、证：设 ， 独立同方差，其协方差矩阵和特征函数分别为1( , , )n
τξ ξ ξ= L iξ

， 。

2

2

0

0
D B

σ
ξ

σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

O
1( ) exp
2

f t ia t t Btτ τ
ξ

⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭
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再设 ，其中 是正交矩阵，即满足Cη ξ=
11 1

1

n

n nn

c c
C

c c

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

L

LLL

L

， 。
2

1
1

n

ij
j
c

=

=∑
1

0 ( )
n

ji ki
j
c c j k

=

= ≠∑

由此得 ，其特征函数为 ，即 的协方差矩阵为~ ( , )N Ca CBCτη
1( ) exp ( ) ( )
2

f t i Ca t t CBC tτ τ
η

⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

η

，利用 C 的正交性计算得CBCτ

2
11 1 11 1

2
1 1

0

0

n n

n nn n nn

c c c c
CBC

c c c c

τ

σ

σ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

L L

LLL O LLL

L L

2 2
11 1 11 1

2 2
1 1

n n

n nn n nn

c c c c

c c c c

σ σ

σ σ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

L L

LLL LLL

L L

2 2 2 2
11 11 21 11 1

2 2 2 2
21 11 21 21 1

2 2 2 2
1 11 1 21 1

n

n

n n n

c c c c c
c c c c c

c c c c c

σ σ σ
σ σ σ

σ σ σ

⎛ ⎞Σ Σ Σ
⎜ ⎟
Σ Σ Σ⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟Σ Σ Σ⎝ ⎠

L

L

LLLL LLLL LLLLL

L

2

2

0

0
B

σ

σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

O

矩阵中 都是对 从 1 到求和的。由协方差矩阵知， 的各分量 间两两不相关且同方差，再由Σ i η 1, , nη ηL

正态分布间相互独立的充要条件是它们两两不相关得， 相互独立且同方差。1, , nη ηL

37373737、解： (1) Q P k P k k
k

n k

ξ ξ ξ η( ) ( , )= = = =
=

−

∑1 1 2
02

1

的边际分布是:ξ∴ P k n
k n k

P pk n k
ξ ξ( ) !

!( )!
( )= =

−
− −

1
1 1

1 1
1 11 1  0,1, 2, ,  k n= L

(2) 同理 P k n
k n k

P Pk
c

n k
η η( ) !

!( )!
( )= =

−
− −

2
2 2

2
2 21 2  0,1, 2, ,  k n= L

给定的 条件密度1kξ∴ = η

P n k
k n k k

P
P

P
P

k n k k
η ξ|

( )!
!( )!

( ) ( )=
−
− − −

−
−

− −1

2 1 2

2

1

2

11
1

1
2 1 2

2 1 0,1, 2, ,  -kk n= L

∴ = −
−

E n P
P

( | ) ( )η ξ ξ 2

11

38383838、解: 由ξ 的取值特征有: ， 又
AB
n

n

n !=

∞

∑ =
0

1 8Eξ =Q ∴ ⋅ =
=

∞

∑ k AB
k

k

k !0

8
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联立解得
-88   B A e= =

39393939、.解: 独立,ξ ηQ 4 1 16 17, 4 8DU D D DV D Dξ η η ξ∴ = + = + = = + =

 cov( , ) ( - )( - ) 10U V E u EU V EV= = ∴ =ρ uv
U V

DU DV
cov( , )

∴ =ρ uv
5 34

34

40404040、解：设旅客等车的时间为 ，它是随机变量ξ 8( ) 1 tp t eξ −∴ < = −

故 服从参数是 8 的指数分布，即 的密度为ξ ξ
88 0

( )
0 0

te tP x
t

−⎧ >
= ⎨

≤⎩

∴平均等车时间为
1
8

Eξ =

41414141、解： 设园盘直径为 则 园盘面积ξ ~ ( , )V a bξ ∴
2 23( )

2 4
s π

π ξ= ⋅ =

由于E b a D b a
ξ ξ=

+
=

−
2 12

2

, ( )

∴ = =
−

+
+ES E b a b aπ

ξ
π

4 4 12 4
2

2 2

( ( ) ( ) ) 2 2( )
12

a b abπ
= + +

42424242、解：设 为所需时间，则 ，于是 的密度函数 ,ξ ( ) 1 , ( 0)tF t e tλ
ξ

−= − > ξ
0

( )
0 0

te tP t
t

λ

ξ

λ −⎧ >
= ⎨

<⎩

所以 , 所以发现沉船所需的平均搜索时间为E tP t dtξ
λξ= =

−∞

+∞

∫ ( ) 1 1
λ

43434343、解:1)
ξ 1 2 3 4

1
1

1 6
1

1 6

1
1 6 1

1 6

2 0 1
1 2

1
1 2 1

1 2

3 0 0
1
8 1

8
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2)Eη = × + + + + + + + + + =1 1
16

2 1
16

1
12

3 1
16

1
12

1
8

4 1
16

1
12

1
8

1
4

3 25( ) ( ) ( ) .

44444444、解： ( , ) ( )( ) ( ) ( )Cov E E Eξ η η ζ ξ η η ζ ξ η η ζ+ + = + + − + +

互不相关, ,ξ η ζ 2 2( ) 3E E Dη η η− = =

D D D D D D( ) , ( )ξ η ξ η η ζ η ζ+ = + = + = + =4 9

故 ρ uv = =
3

4 9
1
2

45454545、解： 1)

2）
1 1 1 1 1 2 1 1 1 10 1 2 3 1
27 9 9 27 9 9 9 9 9 27

Eξ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + ⋅ + + + + + ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

46464646、解： ( 独立) cov( - 2 ,2 - ) ( - 2 )(2 - ) - ( - 2 ) (2 - )E E Eξ η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η= ,  ξ η

2 2 2 2 -10E Eξ η= +

2 22[ ( ) ] 2[ ( ) ] -10 10D E D Eξ ξ η η= + + + =

，( - 2 ) 4 17D D Dξ η ξ η= + = (2 - ) 4 8D D Dξ η ξ η= + =

故ρuv = =
10

17 8
5
34

4 0 0 0
1
4

ξ 0 1 2 3

0 1
27

1
9

1
9

1
27

1 1
9

2
9

1
9 0

2 1
9

1
9 0 0

3 1
27 0 0 0
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47474747、解：设 表示送客汽车在 站是否停车，则其分布为ξ i i

故总停车次数为 ξ i
i =
∑

1

10

∴ = − ≈
=
∑E
i

( ) [ ( ) ] .ξ
1

10
2010 1 9

20
8 787

48484848、解：设 为公司从一个参加者身上获得利益则 为一个 分布列为ξ i ξ i ,r v

∴ = + − − = − −E ap a b p a b piξ ( )( ) ( )1 1

公司期望获益有 0iEξ >

对 个人公司获益为∴ < <
−

a b a
p1

m
1 1

( ) (1 )
m m

i i
i i

E E ma mb pξ ξ
= =

= = − −∑ ∑

49494949、解：设第 次轰炸命中目标的次数为 则 100 次轰炸命中目标的次数i ξ i i( , , , )= 1 2 100L

为 ξ ξ=
=
∑ i
i 1

100

100 2 200Eξ = × = Dξ = × =100 169 169.

∴ < < = − <
−

< = − ≈P P( ) ( ) ( . ) .180 220 20
13

200
13

20
13

2 154 1 0 8744ξ
ξ

Φ

50505050、解：设 {第 次打开门}， 。 的可能的取值为 。iA = i 1,2, ,i n= L X 1,2, ,nL

，1
1{ 1} ( )P X P A
n

+ = =

1 2 1 2 1
1 1 1{ 2} ( , ) ( ) ( | )

1
nP X P A A P A P A A
n n n
−

+ = = = =
−

依次下去，有

ξ i 0000 1111

pppp 9
20

20
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1 9
20

20

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

ξ i a -a b

p p
1 p−
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1 2 1 1 2 1 1 2 1
1 2 1 1{ } ( ) ( ) ( | ) ( | ) 1

1 2n n n n
n nP X n P A A A A P A P A A P A A A A
n n n− −

− −
+ = = = ⋅ =

−
L L L L

因此， 的分布列为X

故

。
1

1 ( 1) 1 1( )
2 2

n

i

n n nE X i
n n=

+ +
= ⋅ = ⋅ =∑

51515151、解：设球的直径为 ，其概率密度为 ，球的体积 ，它的期X
1 ,

( )
0,

a x b
f x b a

⎧ ≤ ≤⎪= −⎨
⎪⎩ 其它

3

6
Y Xπ
=

望为

4 4
3 2 2 2 21( ) ( )( ) ( )( )

6 24 24 24
b

a

b aE Y x dx b a b a a b a b
b a b a

π π π π−
= = = + + = + +

− −∫

52525252、解：
1 1

2 2
1 1

1( )
(1 )

i i

i i

p pE X iq p p iq
q p p

∞ ∞
− −

= =

= = = = =
−∑ ∑

2 2 1 2 1
3 2

1 1

1 1( )
(1 )

i i

i i

q qE X i q p p i q p
q p

∞ ∞
− −

= =

+ +
= = = =

−∑ ∑

2 2
2 2 2

1 1( ) ( ) [ ( )] q qD X E X E X
p p p
+

= − = − =

53535353、解： 的可能值为：sin
2

Y Xπ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ；

1, 4 1
sin 0, 2

2
1,

i n
i i n

i

π
− = −⎧
⎪⎛ ⎞ = =⎨⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎪
⎩ = 4n- 3

1,2,n = L

；3 7 11

1 1 1 1 1 2{ 1} 12 2 2 8 151
16

P Y = − = + + + = × =
−

L

X 1 2 3 L n

p 1
n

1
n

1
n

L
1
n
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；2 4 8

1 1 1 1 1 1{ 0} 12 2 2 4 31
4

P Y = = + + + = × =
−

L

5 9

1 1 1 1 1 8{ 1} 12 2 2 2 151
16

P Y = = + + + = × =
−

L

故 .( ) ( 1) { 1} 0 { 0} 1 { 1}E Y P X P X P Y= − ⋅ = − + ⋅ + + ⋅ =
8 2 2{ 1} { 1}

15 15 5
P Y P Y= + − = − = − =

54545454、解： 的可能值为 1，2，3，4。 ， ，X { 1} { 1} { 2}X X X= = ≥ − ≥ { 2} { 2} { 3}X X X= = ≥ − ≥

。 又 因 ，{ 3} { 3} { 4}X X X= = ≥ − ≥
3 3

3 3

3 2{ 2} , { 1} 1, { 3}
4 4

P X P X P X≥ = ≥ = ≥ =

， 。3

1{ 4}
4

P X ≥ = 3

1{ 4}
4

P X = =

故 ， ， ，
3

3

3 37{ 1} 1
4 64

P X = = − =
3 3

3 3

3 2 19{ 2}
4 4 64

P X = = − =
3

3 3

2 1 7{ 3}
4 4 64

P X = = − =

。故知 。3

1 1{ 4}
4 64

P X = = =
37 19 7 1 25( ) 1 2 3 4
64 64 64 64 16

E X = × + × + × + × =

55555555、解：设 为第 个骰子出现的点数 ，它们相互独立。 为 6 个骰子出现的点iX i ( 1,2,3,4,5,6)iX i = X

数之和，即 。则
1

k

i
i

X X
=

=∑

1 2 3 4 5 6 21( )
6 6iE X + + + + +

= =

2 2 221 1 21 1 21 1 35( ) 1 2 6
6 6 6 6 6 6 12iE X ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − × + − × + + − × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
L

故 。
35 35( ) 21, ( ) 6
12 2

E X D X= = × =

由切比雪夫不等式 2

351 352{15 27} {| 2 | 6} 1 0.514
6 72

P X P X
−

< < = − < ≥ = − ≈

56565656、解：设每亳升正常男性成人血液中含白细胞数为 ，由题设知 。由X 2( ) 7300, ( ) 700E X D X= =
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切比雪夫不等式

{5200 9400} { 2100 7300 2100}P X P X< < = − < < − <

2

2

700 8{| 7300 | 2100} 1
2100 9

P X= − < ≥ − =

57575757、解：设第 第部分长度为 。 相互独立且服从同一分布。i ( 1,2, ,10)iX i = L 1 2 10, , ,X X XL

，
2( ) 2, ( ) (0.05)i iE X D X= =

故由中心极限定理，产品合格的概率为

10

1

0.1 0.120 0.1 20 0.1
0.05 10 0.05 10i

i
P X

=

−⎧ ⎫ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− < < + ≈ Φ −Φ⎨ ⎬ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

∑

( )10 10 102 1 2 0.63 1 0.4714
5 5 5

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
= Φ −Φ = Φ − = Φ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

58585858、解：设第 只元件的寿命为 ，则 独立且服从指数分布，且i ( 1,2, ,16)iX i = L iX

2( ) 100, ( ) 100i iE X D X= =

故
16

1

1920 16 100 1920 16001920 1 1 1 (0.8) 0.2119
40016 100i

i
P X

=

− × −⎧ ⎫ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞> ≈ −Φ = −Φ = −Φ =⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎜ ⎟× ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩ ⎭
∑

59595959、证明: 令 ，对于一切 ； 所以 ,2( ) ( )g t E tξ η= − t 2( ) 0t yξ − ≥Q 2( ) 0E tξ η− ≥

故 即：( ) 0g t = t E tE E2 2 22 0ξ ξη ξ− + =

至多只有一个实根 ∴ = − ⋅ ≤∆ ( )E E Eξη ξ η2 2 2 0

从而 证毕
2 2 2( )E E Eξη ξ η≤ ⋅

60606060、证: 设 的分布函数为 ，因为： 存在ξ ( ) F x | |rE ξ ( 0)r >

∴ < +∞
−∞

+∞

∫ x df x
r

( )

故 ( ) 1 ( ) ( )
r

rx

x
P dF x dF x

ε
ξ ε

ε
+∞

≥ −∞
≥ = ⋅ ≤∫ ∫

1 ( )
r

r
r r

E
x dF x

ξ
ε ε

+∞

−∞
= ⋅ =∫

61616161、证： QE k p k
k

ξ ξ= ⋅ =
=

∞

∑ ( )
1
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∴ = ⋅
=

∞
−∑E k pq

k

kξ
1

1

1 0
( ) ( )k k

k k
p q p q

∞ ∞

= =

′ ′= =∑ ∑ 2

1 1
(1 )

p
q p

= =
−

62626262、证： 设( , ) : ( , )
,
,

ξ η ξ的分布列 p x y y p
i
ji j ij= = =
=
=

1 2
1 2

∴ = + + +E x p p x p pξ 1 11 12 2 21 22( ) ( ) 1 11 21 2 12 22( ) ( )E y p p y p pη = + + +

由于 不相关 即得ξ η, ∴ =cov( , )ξ η 0

p p p p p
i
jij i i j j= + +
=
=

( )( )
,
,1 2 1 2

1 2
1 2

即 ，故 独立。( , ) ( ) ( )i j i jp x y x p x p xξ ξ η= = = = ⋅ = ( , )ξ η

63636363、证： 切比雪夫大数定律是 : 若 是两两互不相关的随机交量序列，且存在常数 ，使{ }ξ n c

，则iD cξ ≤ 1,2,i = L ∀ >ε 0 lim ( )
n i i

i

n

i

n

p
n n

E
→∞

==

− ≥ =∑∑1 1 0
11

ξ ξ ε

证明: 由切比雪夫不等式知： p
n n

E
D

n
c
ni i

i

n

i

n i
i

n

( )
( )

1 1
11

1
2 2 2ξ ξ ε
ξ

ε ε
− ≥ ≤ ≤

==

=∑∑
∑

(用到了 互不相关性)ξ ξ1L Ln

证毕Qc n c
n

p
n n

E
n i i

i

n

i

n

是常数∴ → ∞ → ∴ − ≥ =
→∞

==
∑∑ε

ξ ξ ε2
11

0 1 1 0lim ( )

64646464、证： 设 的分布列:ξ ( ) iP i pξ = = 0,1,2,i = L ∴ = =
=

∞

=

∞

∑ ∑E ip ipi
i

i
i

ξ
0 1

而 p i p p p np
i

n( )
=

∞

∑ ≥ = + + + + +
1

1 2 32 3ξ L L

∴ = ≥
=

∞

∑E p i
i

ξ ξ( )
1

65656565、证： [ ]E
R

x y e dxdyR
x Rxy y

max( , ) max( , ) ( )
( )

ξ η
π

=
−

−
−

− +

−∞

+∞

−∞

+∞

∫∫
1

2 1 2

1
2 1

22
2 2

2 2 2 2
2 2

1 1( 2 ) ( 2 )
2(1 ) 2(1 )

2

1
2 1

x Rxy y x Rxy yx yR Rxdx e dy ydy e dx
Rπ

− − + − − ++∞ +∞− −

−∞ −∞ −∞ −∞

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

− ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫
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2 2
2

1 ( 2 )
2(1 )

2

1
1

x Rxy yx Rxdx e dy
Rπ

− − ++∞ −

−∞ −∞

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

− ⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

22
2

( )
2(1 )2

2

1
1

y Rxx x Rxe dx e dy
Rπ

− −
−+∞ − −

−∞ −∞

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥− ⎣ ⎦
∫ ∫

2 21
12 21 Rx yx x
Rxe dx e dy

π

− −+∞ − −
+

−∞ −∞

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

2 2 21 11 1
2 112 21 1 1

1

RRx y xx RR Re e dy e dx
Rπ π

∞ −⎡ ⎤− − ++∞− − ⎢ ⎥+⎣ ⎦+
−∞ −∞

−∞

⎡ ⎤ −
= − +⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

1 R
π
−

=

66666666、证：设 是 的分布函数，( )F x ξ a adF x xdF x E xdF x bdF x b
a

b

a

b

a

b
≤ ≤ = = ≤ =∫∫ ∫ ∫( ) ( ) ( ) ( )ξ

即: a E b≤ ≤ξ D x E dF x x a b dF x
a

b

a

b
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξ ξ= − ≤ −

+
∫∫ 2 2

2

67676767、证：
2 2 2 2( ) [ ] ( ) ( )E c E E E c E E E cξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ− = − + − = − + − 2( )D E c Dξ ξ ξ= + − ≥

68686868、证： 因 E n D nξ ξ= + = +1 1,

故 ( ({0 2( 1)} { 1}P n P E nξ ξ ξ< < + = − < + 2

11
( 1) 1
n n
n n
+

≥ − =
+ +

69696969、证：因 ，
1 1

( ) , ( )
k k

i i
i i

E k D kξ ξ
= =

= =∑ ∑

故 2
1 1

10 2 | | 1
k k

i i
i i

k kP k P k k
k k

ξ ξ
= =

−⎧ ⎫ ⎧ ⎫< < = − < ≥ − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑ ∑

70707070、证：取
11

nn

ii
ii

n

E
a E

n n

ξξ
==

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟= =

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑
1,2,n = L

则 0 1 01

1

2 2 2
1

≤ − ≥ ≤ = →=

=

=

∑
∑

∑P
n

a
D

n
n

D
i

i

n

n

i
i

n

i
i

n

{| | }
( )

( )
ξ

ε

ξ

ε ε
ξ

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学霸助手[xuebazhushou.com]-课后答案|期末试卷|复习提纲



《概率论》计算与证明题 146

即 故{ 服从大数定律1 1

n

i
i

nP a
n

ξ
ε= − < →

∑
ξ n}

71717171、证：先求边际分布。 P x p x y dy dy x x
x

x

ξ π π( ) ( , )
,

,
= = =

− ≤⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪−∞

+∞
− −

−

∫ ∫
1

0

2 1 1

0
1

1 2

2

2

其它

类似 P y
y y

η
π( )

,

,
=

− ≤⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

2 1 1

0

2

其它

再求 由于 均为偶函数Cov( , )ξ η 。 P x P yξ η( ), ( ) 0E Eξ η∴ = =

与 不相关
2 2 1

1 0
x y

E xy dxdyξη
π

+ ≤

= ⋅ =∫∫ ( , ) 0Cov ξ η ξ∴ = ⇒ η

最后，由于P x y P x P y( , ) ( ) ( )≠ ξ η ∴ξ η与 不相互独立

72727272、证：
1

0 0
( 1) 1

! ( 1)!

m m
x xx xE x e dx m e dx m

m m
ξ

++∞ ∞− −= ⋅ = + = +
+∫ ∫

2
2 2

0 0
( 2)( 1) ( 2)( 1)

! ( 2)!

m m
x xx xE x e dx m m e dx m m

m m
ξ

+∞ ∞− −= = + + = + +
+∫ ∫

∴ = − = + + − + = +D E E m m m mξ ξ ξ2 2 2 22 1 1 1( ) ( )( ) ( )

∴ < < + = − + < − + < +P m P m m m( ( )) ( ( ) ( )0 2 1 1 1 1ξ ξ

( ( 2( ( 1) 1
( 1) 1
D mP E m
m m

ξ
ξ ξ= − < + ≥ − =

+ +

73737373 、 证 ： ，2 2 2

1 1 1( ) 0 1 0
2 2iE X ni ni
i i i

⎛ ⎞= − + − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

1 1 1( ) 0 1
2 2iE X i a i a a
i n i

⎛ ⎞= + ⋅ − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

故 。从而
2 2 2( ) ( ) ( ( ))i i iD X E X E X a= − =

，
1 1

1 1 ( ) 0
n n

i i
i i

E X E X
n n= =

⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

2

2
1 1

1 1 ( )
n n

i i
i i

aD X D X
n n n= =

⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑
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由切比雪夫不等式

2
1

2 2
1

1
1 0,

n

in
i

i
i

D X
anp X n

n n
ε

ε ε
=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎧ ⎫ ⎝ ⎠≥ ≤ = → →∞⎨ ⎬

⎩ ⎭

∑
∑

74747474、证：设 是 的密度函数，则 。由 是奇函数可得 ，从而( )f x ξ ( ) ( )f x f x− = ( )xf x 0Eξ =

。又由于 是奇函数，得| | 0E Eξ ξ = | | ( )x x f x

| | | | ( ) 0 | |E x x f x dx E Eξ ξ ξ ξ
∞

−∞
= = =∫

故 与 不相关。| |ξ ξ

由于 的密度函数是偶函数，故可选 使 ，亦有 ，ξ 0c > 0 {| | } 1P cξ< < < { } 1P cξ < <

{ } {| | } {| | } { ,| | }P c P c P c P c cξ ξ ξ ξ ξ∴ < < ≠ < = < <

其中等式成立是由于 。由此得 与 不独立。{| | } { }c cξ ξ< ⊂ < | |ξ ξ

75757575、证： ，同理 。
2

2

1 1

1 1

1( , ) 0
x

x
E xp x y dxdy xdx dyξ

π
∞ ∞ −

−∞ −∞ − − −
= = =∫ ∫ ∫ ∫ 0Eη =

2

2

1 1

1 1

1cov( , ) 0
x

x
E E E xdx ydyξ η ξη ξ η

π
−

− − −
= − = =∫ ∫

即 与 不相关。但 与 不独立，事实上可求得ξ η ξ η

， ，

22 1 , | | 1
( )

0, | | 1

x x
p x x

x
ξ

⎧ − ≤⎪= ⎨
⎪ >⎩

22 1 , | | 1
( )

0, | | 1

y y
yp x

y
η

⎧ − ≤⎪= ⎨
⎪ >⎩

而当 且 时， 。| | 1x ≤ | | 1y ≤ ( , ) ( ) ( )p x y p x p yξ η≠

76767676、证：设 。作两个随机变量
1 1 2 2

, ,
,

, ,
a b c d
p q p q

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。
* *

1 1 2 2

, 0 , 0
: , :

, ,
a b c d

b d
p q p q

ξ ξ η η
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

由 与 不相关即 得ξ η E E Eξη ξ η=

* * ( ) ( )E E b d bd E E bE dE bdξ η ξη η ξ ξ η η ξ= − − + = − − +
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，
* *( )( )E b E d E Eξ η ξ η= − − =

而 ，
* * * *( )( ) { , }E a b c d P a b c dξ η ξ η= − − = − = −

，
* * * *( ) { } ( ) { }E E a b P a b c d P c dξ η ξ η= − = − − = − 

由上两式值相等，再由 得( )( ) 0a b c d− − ≠

* * * *{ , } { } { }P a b c d P a b P c dξ η ξ η= − = − = = − = −

此即 。同理可证{ , } { } { }P a c P a P cξ η ξ η= = = = = 

，{ , } { } { }P a d P a P dξ η ξ η= = = = = { , } { } { }P b c P b P cξ η ξ η= = = = = 

，{ , } { } { }P b d P b P dξ η ξ η= = = = = 

从而 与 独立。ξ η

77777777、证： ， ，
2,EU aEX b DU a DX= + = 2,EV cEY d DV c DY= + =

，cov( , ) ( ) ( ) cov( , )U V Ea X EX c Y EY ac X Y= − − = ⋅

。
cov( , )

| || | | | ( )UV xy
U V acr r

aca DX c D Y
= =

欲 ，题中需补设 与 同号。UV xyr r= a c

78787878、证： 。当且仅当 ，即 时上式积分收1 1

1 1p r p r
r r pA A

E rA x dx rA dx
x x

ξ
∞ ∞

+ − += =∫ ∫ 1 1r p− + > p r<

敛， 存在。当时，
pEξ

。
1p r p
r p

A

r rE A A
r p x r p

ξ
∞

−
⎛ ⎞= − =⎜ ⎟− −⎝ ⎠

79797979、证：对 ，由于 ，所以存在 ，使当 时， 此时0a > 2lim
(log )x

x
x→∞

= ∞ M e> x M> 2 1
(log )
x
x

>

，2 20 0

1 1| | 2
2 (log ) 2 (log )

a a
a

M

x xE dx dx dx
x x x x x x

ξ
∞ ∞ ∞

= = ⋅ ≥ = ∞∫ ∫ ∫

。| |aE ξ∴ = ∞
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80808080、证：
2

1 12k k ka t a t a− ++ + ( )2 1 1| | 2 | | | | ( )k t kt x t x x dF x
∞ − +

−∞
= + +∫

21 1( 1) ( 1)
2 2| | | | ( ) 0
k k

t x x dF x
∞ − +

−∞

⎛ ⎞
= + ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

即 对任意 成立。又 ，所以判别式 ，即
2

1 1( ) 0k ku t a t a− += + ≥ t 1 0ka − > 2
1 14 4 0k k ka a a− += − ≤ 

，从而有 。依次令 得
2

1 1k k ka a a− +≤ 2
1 1

k k k
k k ka a a− +≤ 1,2, , 1k n= −L

2 4 2 2 2( 1) 1 1
1 0 2 2 1 3 11 2, , , n n n

n n na a a a a a a a a− − −
− −≤ ≤ ≤L

其中 。把这些不等式中前 个的左右两边分别相乘化简得 ，两边同开0 1a = k 1
1

k k
k ka a+

+≤

次方，即得 。( 1)k k + 1
1

k k
k ka a+

+≤

81818181、证：（ 1 ）设 ，则它们的母函数分别为 ,1 2~ ( ; , ), ~ ( ; , )b k n p b k m pξ ξ 1( ) ( )nP s ps q= +

。再设 与 独立， ，则 的母函数为2 ( ) ( )mP s ps q= + 1ξ 2ξ 1 2η ξ ξ= + η

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n m n mP s P s P s ps q ps q ps qη
+= ⋅ = + + = +

二项分布 的母函数为 ，由于母函数与分布列之间是相互唯一确定的，( ; , )b k n m p+ ( )n mps q ++

由此即得 服从 ，即二项分布具有再生性。η ( ; , )b k n m p+

（2）设 分别服从参数为 的普阿松分布，其母函数分别为1 2,ξ ξ 1 2,λ λ

。再设 与 独立， ，则 的母函数为1 1 2 2( ) exp{ ( 1)}, ( ) exp{ ( 1)}P s s P s sλ λ= − = − 1ξ 2ξ 1 2η ξ ξ= + η

。1 2 1 2( ) ( ) ( ) exp{( )( 1)}P s P s P s sη λ λ= = + −

所以 服从参数为 的普阿松分布，普阿松分布具有再生性。η 1 2λ λ+

82828282 、 证 ： 必 要 性 。 由 得 ， 此 即( ) 1 ( 0)F x F x= − − + { } { } { }P x P x P xξ ξ ξ< = > − = − <

，所以对特征函数 有( ) ( )F x F xξ ξ−= ( )f t

，( ) ( ) ( ) ( )it itx itx itf t Ee e dF x e dF x Ee f tξ ξ
ξ ξ

−
−= = = = =∫ ∫

由此知 是实函数。又有( )f t

，
( )( ) ( ) ( ) ( )itx itx it itf t e dF x e dF x Ee Ee f tξ ξ

ξ ξ
− − − −

−− = = = = =∫ ∫
所以 又是偶函数。( )f t
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充分性。由于 ，又由题设知 是实函数，所以
( )( ) ( )it itf t Ee Ee f tξ ξ

ξ ξ
− −

−− = = = ( )f tξ

。由唯一性定理知， 与 的分布函数相同， ，即( ) ( ) ( )f t f t f tξ ξ ξ−= = ξ ξ− ( ) ( )F x F xξ ξ−=

，从而 。{ } { } { }P x P x P xξ ξ ξ< = − < = > − ( ) 1 ( 0)F x F x= − − +

83838383、证：由上题得 ，所以由 得
| |( ) ( ) e tf t f tξ η
−= = 2ξ η ξ+ =

。
| 2 | 2 | |

2( ) ( ) e e ( ) ( )t tf t f t f t f tξ η ξ ξ η
− −

+ = = = = ⋅

但 与 并不独立，事实上，可取 使 ，则ξ η c 0 { } 1P cξ< < <

，{ , } { } { } { }P c c P c P c P cξ η ξ ξ η< < = < ≠ < ⋅ <

这说明由 与 独立可推得 ，但反之不真。ξ η ( ) ( ) ( )f t f t f tξ η ξ η+ = ⋅

84848484、证：记 的分布函数为 ，则当 时 ；当 时
2
iξ ( )F y 0y ≤ ( ) 0F y = 0y >

，{ }
21

21( )
2

y x

i y
F y P y y e dxξ

π

−

−
= − < < = ∫

利用对参变量积分求导法则，对 求导可得 的分布密度 当 时 ；当( )F y 2
iξ ( )p y 0y ≤ ( ) 0p y =

时 。0y >

1
2

1 1 11
2 2 2

1
1 1 1 2( )

12 2 2
2

y y
p y e y e

y yπ

− − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠= + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

把此式与 分布密度比较可知， 服从自由度为 1 的 分布，也就是服从 分布
2X − 2

iξ
2X − Γ −

。由 间独立得 间也独立，利用上题结论可得 服从 分布 ，
1 1,
2 2

G ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

iξ
2
iξ

2

1

n

i
i

η ξ
=

=∑ Γ −
1 1,
2 2

G n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

即自由度为 的 分布。再由上题中 分布具有再生性可得，这里 分布也具有再生性。n 2X − Γ − 2X −

85858585、证： 是实值函数，复数部分为 0，只需对实部计算。( )f t

1 (2 ) (1 cos 2 ) ( )f t tx dF x
∞

−∞
− = −∫ 22sin ( )txdF x

∞

−∞
= ∫

。2 (1 cos )(1 cos ) ( )tx tx dF x
∞

−∞
= − +∫ 4 (1 cos ) ( ) 4(1 ( ))tx dF x f t

∞

−∞
≤ − = −∫

1 (2 ) (1 cos 2 ) ( )f t tx dF x
∞

−∞
+ = +∫ 22 2cos ( )txdF x

∞

−∞
= ∫
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，( )2
22 cos ( ) 2( ( ))txdF x f t

∞

−∞
≥ =∫

其中利用柯西——许瓦兹不等式（置 ）( ) cos , ( ) 1x tx xϕ ψ= =

。( )( )2
2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x dF x x dF x x dF xϕ ψ ϕ ψ⎡ ⎤ ≤⎣ ⎦∫ ∫ ∫

86868686、证：由 得 ，亦有 。当 时，等式两边同对bη ξ= + ( ) ( )itbf t e f tη ξ= log ( ) log ( )f t itb f tη ξ= + 1k >

求 阶导数， 一项导数为 0 所以由定义得 的 等于 的 。t k itb η kX ξ kX

87878787、证：当 时有0x >
2 2 2 21 1 1 1

2 2 2 21 1x t t x

x x
x

te dt e dt e e
x x x

∞
∞ ∞− − − −⎛ ⎞

≤ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

2 2 21 1 14 2
2 2 2

4 2 2

2 1
2 1 1

t t t

x x x

t t te dt e dt d e
t t t

∞ ∞ ∞− − −⎛ ⎞+ −
≥ = −⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
2 21 1

2 2
2 21 1

t t

x

t xe e
t x

∞
− −−

= =
+ +

所以不等式成立。

88888888、证：因为 是独立的，所以1, (| | 2)k k lξ ξ − ≥

2

2 2
1 1

1 1 ( )
n n

k k k
k k

D E E
n n

ξ ξ ξ
= =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑ ∑

1
2

1 12
1 1

1 ( ) 2 ( )( )
n n

k k k k k k
k k

E E E E
n

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
−

+ +
= =

⎡ ⎤= − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑

21
2 2

, 12 2
1

2 2n

k k k
k

n D r
n n n n

σ
ξ σ σ

−

+
=

= + ≤ +∑ 23 0 ( )n
n
σ= → →∞
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第五章 有 限 定 理

1111、设 是单调非降函数，且 ，对随机变量 ，若 ，则对任意( )(0 )f x x< < −∞ ( ) 0f x > ξ (| |)Ef ξ < ∞

， 。x o> 1{| | } (| |)
( )

P x Ef
f x

ξ ξ≥ =

2222、 为非负随机变量，若 ，则对任意 ， 。ξ ( 0)aEe aξ < ∞ > x o> { } ax aP x e Ee ξξ −≥ ≤

3333、若 ， 为随机变量，且 ，则关于任何 ，( ) 0h x ≥ ξ ( )Eh ξ < ∞ 0c >

。
1{ ( ) } ( )P h c c Ehξ ξ−≥ ≤

4444、 各以 概率取值 和 ，当 为何值时，大数定律可用于随机变量序列 的算术{ }kξ
1
2

sk sk− s 1, , ,nξ ξL L

平均值？

5555、验证概率分布如下给定的独立随机变量序列是否满足马尔可夫条件：

（1） ；
1{ 2 }
2

k
kP X = ± =

（2） ；
(2 1) 2{ 2 } 2 , { 0} 1 2k k k

k kP X P X− + −= ± = = = −

（3） 。

1 1
2 21{ 2 } , { 0} 1

2
k

k kP X k P X k
− −

= ± = = = −

6666、若 具有有限方差，服从同一分布，但各 间， 和 有相关，而 是独立的，kξ k kξ 1kξ + 1, (| | 2)k k lξ ξ − ≥

证明这时对 大数定律成立。{ }kξ

7777、已知随机变量序列 的方差有界， ，并且当 时，相关系数 ，证明1 2, ,ξ ξ L nD cξ ≤ | |i j− →∞ 0ijr →

对 成立大数定律。{ }kξ

8888、对随机变量序列 ，若记 ， ，则 服从大数定律{ }iξ 1
1 ( )n nn

η ξ ξ= + +L 1
1 ( )n na E E
n

ξ ξ= + +L { }iξ

的充要条件是 。
2

2

( )lim 0
1 ( )

n n
n

n n

aE
a

η
η→∞

⎧ ⎫−
=⎨ ⎬+ −⎩ ⎭

9999、用斯特灵公式证明：当 ，而 时，, ,n m n m→∞ →∞ − →∞ 0m
n
→

。

222 1 1~
2

n m
n

n
e

n m nπ
−⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

10101010、某计算机系统有 120 个终端，每个终端有 5%时间在使用，若各个终端使用与否是相互独立的，试

求有 10 个或更多终端在使用的概率。
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11111111、求证，在 时有不等式 。x o>
2 2

2
1 1 1

2 2 2
2

1
1

t x
x

x

x e e dt e
x x

− ∞ − −
≤ ≤

+ ∫

12121212、用德莫哇佛——拉普拉斯定理证明：在贝努里试验中， ，则不管 是如何大的常数，总0 1p< < k

有 。{| | } 0 ( )nP np k nµ − < → →∞

13131313、用车贝晓夫不等式确定当掷一均匀铜币时，需投多少次，才能保证使得正面出现的频率在 0.4 至 0.6

之间的概率不小于 90%。并用正态逼近计算同一问题。

14141414、用车贝晓夫不等式及德莫哇佛——拉普拉斯定理估计下面概率： 并进行比较。这nP p
n
µ

ε
⎧ ⎫

− ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

里 是 次贝努里试验中成功总次数， 为每次成功的概率。nµ n p

15151515、现有一大批种子，其中良种占 ，今在其中任选 6000 粒，试问在这些种子中，良种所占的比例与
1
6

之差小于 1%的概率是多少？
1
6

16161616、种子中良种占 ，我们有 99%的把握断定，在 6000 粒种子中良种所占的比例与 之差是多少？这
1
6

1
6

时相应的良种数落在哪个范围内？

17171717、蒲丰试验中掷铜币 4040 次，出正面 2048 次，试计算当重复蒲丰试验时，正面出现的频率与概率之

差的偏离程度，不大于蒲丰试验中所发生的偏差的概率。

18181818、设分布函数列 弱收敛于连续的分布函数 ，试证这收敛对 是一致的。{ ( )}nF x ( )F x 1x R∈

19191919、试证若正态随机变量序列依概率收敛，则其数学期望及方差出收敛。

20202020、若 的概率分布为 ，试证相应的分布函数收敛，但矩不收敛。nX
0

1 11

n

n n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

21212121、随机变量序列 具有分布函数 ，且 ，又 依概率收敛于常数 。{ }nξ { ( )}nF x ( ) ( )nF x F x→ { }nη 0c >

试证：（ I） 的分布函数收敛于 ；（ II） 的分布函数收敛于 。n n nζ ξ η= + ( )F x c− n
n

n

ξ
ζ

η
= ( )F cx

22222222、试证：（1） ；0P P
n nX X X X⎯⎯→ ⇒ − ⎯⎯→

（2） ；, { } 1P P
n nX X X Y P X Y⎯⎯→ ⎯⎯→ ⇒ = =

（3） ；0 ( , )P P
n n mX X X X n m⎯⎯→ ⇒ − ⎯⎯→ →∞

（4） ；,P P P
n n n nX X X Y X Y X Y⎯⎯→ ⎯⎯→ ⇒ ± ⎯⎯→ ±
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（5） 是常数 ；,P
nX X k⎯⎯→ P

nkX kX⎯⎯→

（6） ；
2 2P P

n nX X X X⎯⎯→ ⇒ ⎯⎯→

（7） 常数 ；, , ,P P
n nX a Y b a b⎯⎯→ ⎯⎯→ P

n nX Y ab⎯⎯→

（8） ；
11 1P P

n nX X −⎯⎯→ ⇒ ⎯⎯→

（9） 常数 ；, , ,P P
n nX a Y b a b⎯⎯→ ⎯⎯→ 1 10 P

n nb X Y ab− −≠ ⇒ ⎯⎯→

（10） 是随机变量 ；,P
nX X Y⎯⎯→ P

nX Y XY⇒ ⎯⎯→

（11） 。,P P P
n n n nX X Y Y X Y XY⎯⎯→ ⎯⎯→ ⇒ ⎯⎯→

23232323、设 。而 是 上的连续函数，试证 。
P

nX X⎯⎯→ g 1R ( ) ( )P
ng X X⎯⎯→

24242424、若 是单调下降的正随机变量序列，且 ，证明 。{ }nX 0P
nX ⎯⎯→ 0a s

nX
⋅ ⋅⎯⎯→

25252525、若 是独立随机变量序列， 是整值随机变量， ，且与 独立，求1 2, ,X X L µ { } kP k pµ = = { }iX

的特征函数。1X X µη = + +L

26262626、若 是非负定函数，试证（1） 是实的，且 ；（ 2） ；( )f t (0)f (0) 0f ≥ ( ) ( )f t f t− =

（3） 。| ( ) | (0)f t f≤

27272727、用特征函数法直接证明德莫佛——拉普拉斯积分极限定理。

28282828、 若母 体 的数 学 期 望 ，抽 容 量 为 的子 样 求 其 平 均 值 ，为 使ξ 2,E m Dξ ξ σ= = n ξ

，问 应取多大值？{| | 0.1 } 95%P mξ σ− < ≥ n

29292929、若 为相互独立随机变量序列，具有相同分布 ，而{ , 1,2, }n nξ = L
1 1{ 1} , { 0}
2 2n nP Pξ ξ− = − =

，试证 的分布收敛于 上的均匀分布。
1 2

n
k

n
k k

ξ
η

=

=∑ nη [0,1]

30303030、用特征函数法证明二项分布的普阿松定理。

31313131、用特征函数法证明，普阿松分布当 时，渐近正态分布。λ →∞

计算 的特征函数，并求 时的极限。nY n→∞

32323232、设 独立同分布， ，则大数定律成立。nX
2{ 2 } 2k k

nP X − −= = ( 1, 2, )k = L

33333333、若 是相互独立的随机变量序列，均服从 ，试证 及{ }iX (0,1)N 1
2 2

1

n
n

n

X XW n
X X

+ +
=

+ +
L

L
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渐近正态分布 。1
2 2

1

n
n

n

X XU
X X
+ +

=
+ +

L

L
(0,1)N

34343434、设 是独立随机变量序列，均服从 均匀分布，令 ，试证 ，这1 2, ,X X L [0,1]

1

1

n n

n i
i

Z X
=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∏

P

nZ c→

里 是常数，并求 。c c

35353535、若 是独立同分布随机变量序列， ，若 是一个有界的连续函数，试证{ }iX iEX m= ( )f x

。1lim ( )n
n

X XE f f m
n→∞

⎡ + + ⎤⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

L

36363636、若 是独立同分布、具有有限二阶矩的随机变量序列，试证 。{ }iX
1

2
( 1)

n
P

i i
i
iX EX

n n =

⎯⎯→
+ ∑

37373737、设 是 上连续函数，利用概率论方法证明：必存在多项式序列 ，在 上一致( )f x [0,1] { ( )}nB x [0,1]

收敛于 。( )f x

38383838、 设 是 独 立 随 机 变 量 序 列 ， 试 证 的 充 要 条 件 为 ， 对 任 意 有{ }iX 0a s
nX

⋅ ⋅⎯⎯→ 0ε >

。
1

{| | }n
n
P X ε

∞

=

≥ < ∞∑

39393939、试证独立同分布随机变量序列，若存在有限的四阶中心矩，则强大数定律成立。

40404040、举例说明波雷尔——康特拉引理（i）之逆不成立。

41414141、设是相互独立且具有方差的随机变量序列，若 ，则必有 。2
1

k

n

DX
k

∞

=

< ∞∑ 2

1lim 0kn
DX

n→∞
=

42、若 是独立随机变量序列，方差有限，记 。{ }kξ n
1

1( ),
n

n k k n
k

S E S
n

ξ ξ η
=

= − =∑

（1）利用柯尔莫哥洛夫不等式证明 { }1 n 22 2 2

1max
(2 )m m

m
m jmn j

p P Dη ε ξ
ε+ > ≥ <

= ≥ ≤ ∑

（2）对上述 ，证明若 ，则 收敛；mp 2
1

k

k

D
k
ξ∞

=

< ∞∑
1

m
m
p

∞

=
∑

（3）利用上题结果证明对 成立柯尔莫哥洛夫强大数定律。{ }nξ

43 、 （ 1 ） 设 为 常 数 列 ， 令{ }kc

，试证 收敛的充要{ }
1

, sup | |, 1, 2,n k m m k m
k

s c b s s k
∞

+
=

= = − =∑ L inf{ , 1,2, }mb b m= = L
1

k
k
c

∞

=
∑

条件是 ；0b =
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（2）(Kronecker 引理)对实数列 ，若 收敛，则 。{ }kc
1

k

k

c
k

∞

=
∑

1

1 0
n

k
k
c

n =

→∑

44、设 是独立随机变量序列，对它成立中心极限定理，则对 成立大数定律的充要条件1 2, ,X X L { }nX

为 。( ) 2
1 ( )nD X X o n+ + =L

45454545、设 是独立同分布随机变量序列，且 对每一个 有相同分布，那么，若1 2, ,X X L
1

n
k

k

X
n=

∑ 1,2,n = L

，则 必须是 变量。0, 1i iEX DX= = iX (0,1)N

46464646、设 是独立随机变量序列，且 服从 ，试证序列 ：（ 1）成立中心极限定理；{ }kX kX (0, 2 )kN − { }kX

（2）不满足费勒条件；（3）不满足林德贝格条件，从而说明林德贝格条件并不是中心极限定理成

立的必要条件。

47474747、若 是独立随机变量序列， 服从 均匀分布，对 服从 ，证明{ }kX iX [ 1,1]− 2,3, , kk X= L 1(0, 2 )kN −

对 成立中心极限定理，但不满足费勒条件。{ }kX

48484848、在普阿松试验中，第 次试验时事件 A 出现的概率为 ，不出现的概率为 ，各次试验是独立的，i ip iq

以 记前 次试验中事件 A 出现的次数，试证：（1） ；（ 2）对nv n ( ) 0Pn nv Ev
n
−

⎯⎯→ 1

1

n

n i
i

n

i i
i

v p

p q

=

=

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑

∑

成立中心极限定理的充要条件是 。
1

i i
i
p q

∞

=

= +∞∑

49494949、设 独立， 服从 均匀分布，问对 能否用中心极限定理？{ }kX kX [ , ]k k− { }kX

50505050、试问对下列独立随机变量序列，李雅普诺夫定理是否成立？

（1） ； （2） 。: 1 1
2 2

k

k k
X

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

0
: , 01 1 1

3 3 3

a a

k

k k
X a

⎛ ⎞−
⎜ ⎟ >⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

51515151、求证：当 时， 。n→∞
0

1
! 2

kn
n

k

ne
k

−

=

→∑

52525252、种子中良种率是 ，现有 6000 粒种子，用契比雪夫不等式估计 至少是多少？
1
6

1 1%
6000 6

p ⎛ Χ ⎞
− <⎜ ⎟

⎝ ⎠
(X 是这批种子中的良种数)

53535353、设螺丝钉的重量是一个 期望值是 1 两，标准差是 0.1 两，求一盒(100 个)螺丝钉的重量超过 10.2,r v

斤的概率（ ）97725.0)2(0 =Φ

54545454、已知一本 300 页的书中每页印刷错误的个数服从泊松分布 。求这本书的印刷错误总数不多(0,2)P
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于 70 的概率。

55555555、100 台车床彼此独立地工作着。每台车床的实际工作时间占全部工作时间的 80%，求任一时刻有 70
台至 86 台车床工作的概率。

56565656、叙述并证明贝努力大数定律。

57575757、若 是独立的随机变量序列，且 的分布列是{ }ξ n n = ⋅1 2L ξ k

ln(1 ) ln(1 )
1 1
2 2

k k⎛ ⎞+ − +
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

，证明 服从大数定律。1 2k = ⋅ L { }ξ n

58585858、设 为相互独立的随机变量序列，且 服从参数为 的泊松分布，证明{ }ξ n ξ n n( , , )= 1 2 L n { }ξ n

服从大数定律。

59595959、设 独立同分布， 。证明：1 2, , , ,nX X XL L 2( ) , ( ) , 1,2,i iE X D X iµ σ= = = L

。其中 ， 是标准正态分布函数。{ }| | 2 1nP X ε
µ ε

σ

⎛ ⎞
− < ≈ Φ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ 1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ ( )xΦ

60606060、设 独立同分布，且设 。证明：当 充分大1 2, , , ,nX X XL L ( ) , ( 1,2,3,4; 1,2, )k
i kE X k iγ= = = L n

时

，近似服从正态分布 。
2

1

1 n

n i
i

Z X
n =

= ∑
2

4 2
2 ,N

n
γ γ

γ
⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

61616161、 若 为正的独立随机变量，服从相同分布，密度函数为 ，试证：1 2, , , nξ ξ ξL ( )f x

1 2

1 2

k

n

kE
n

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ
⎛ ⎞+ + +

=⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

L

L

62626262、若 的分布列为 ，试证大数定律适用于独立随机变量序列 。kξ
ln ln
1 1
2 2

k k⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

{ }kξ

63636363、验证概率分布如下给定的独立随机变量序列是否满足马尔可夫条件：

（1） ；
1{ 2 }
2

k
kP X = ± =

（2） ；
(2 1) 2{ 2 } 2 , { 0} 1 2k k k

k kP X P X− + −= ± = = = −

（3） 。

1 1
2 21{ 2 } , { 0} 1

2
k

k kP X k P X k
− −

= ± = = = −

64646464、用德莫哇佛——拉普拉斯定理证明：在贝努里试验中， ，则不管 是如何大的常数，总0 1p< < k

有 。{| | } 0 ( )nP np k nµ − < → →∞

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学霸助手[xuebazhushou.com]-课后答案|期末试卷|复习提纲



《概率论》计算与证明题 158

65656565、若 的概率分布为 ，试证相应的分布函数收敛，但矩不收敛。nX
0

1 11

n

n n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

66666666、设 。而 是 上的连续函数，试证 。
P

nX X⎯⎯→ g 1R ( ) ( )P
ng X X⎯⎯→

67676767、若 是单调下降的正随机变量序列，且 ，证明 。{ }nX 0P
nX ⎯⎯→ 0a s

nX
⋅ ⋅⎯⎯→

68686868、若 为相互独立随机变量序列，具有相同分布 ，而{ , 1,2, }n nξ = L
1 1{ 1} , { 0}
2 2n nP Pξ ξ− = − =

，试证 的分布收敛于 上的均匀分布。
1 2

n
k

n
k k

ξ
η

=

=∑ nη [0,1]

69696969、用特征函数法证明二项分布的普阿松定理。

70707070、用特征函数法证明，普阿松分布当 时，渐近正态分布。λ →∞

71717171、设 是独立随机变量序列，均服从 均匀分布，令 ，试证 ，这1 2, ,X X L [0,1]

1

1

n n

n i
i

Z X
=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∏

P

nZ c→

里 是常数，并求 。c c

72727272、若 是独立同分布、具有有限二阶矩的随机变量序列，试证 。{ }iX
1

2
( 1)

n
P

i i
i
iX EX

n n =

⎯⎯→
+ ∑

73737373、设是相互独立且具有方差的随机变量序列，若 ，则必有 。2
1

k

n

DX
k

∞

=

< ∞∑ 2

1lim 0kn
DX

n→∞
=

74747474、若 是独立随机变量序列， 服从 均匀分布，对 服从 ，证明{ }kX iX [ 1,1]− 2,3, , kk X= L 1(0, 2 )kN −

对 成立中心极限定理，但不满足费勒条件。{ }kX

75757575、求证：当 时， 。n→∞
0

1
! 2

kn
n

k

ne
k

−

=

→∑

第五章 解答

1、证：对任意 ，x o>
| | | |

1{| | } ( ) (| |) ( )
( )y x y x

P x dF y f y dF y
f x

ξ
≥ ≥

≥ = ≤∫ ∫

。
1 1(| |) ( ) (| |)
( ) ( )

f y dF y Ef
f x f x

ξ
∞

−∞
≤ =∫
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2、证：对任意 ， 。x o> 1{ } ( ) ( )ay
ax

y x y x

P x dF y e dF y
e

ξ
≥ ≥

≥ = ≤∫ ∫ 1

0

1 ( )ay ax a
ax e dF y e Ee
e

ξ∞ −≤ =∫

3、证： 为非负随机变量，所以对 有( )h ξ 0c >

。
1{ ( ) } ( ) ( )h h

x c x c

P h c dF x xdF x
c

ξ
≥ ≥

≥ = ≤∫ ∫ 0

1 1( ) ( )hxdF x Eh
c c

ξ
∞

≤ =∫

4、解：现验证何时满足马尔可夫条件 ， ，2
1

1 0
n

k
k

D
n

ξ
=

⎛ ⎞ →⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ 2 21 1 0

2 2kE k kξ = − =

。若 ，这时 ，利用 间的独立性可得
2 2 21 1

2 2
s s s

kD k k kξ = + =
1
2

s < 2 1 0s − < kξ

。
2

2 2 1
2 2 2

1 1

1 1 0 ( )
sn n

s s
k

k k

n nD k n n
n n n

ξ −

= =

⋅⎛ ⎞ = ≤ = → →∞⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

若 ，则 。
1
2

s ≥ 2
2 2 2

1 1 1

1 1 1 1 0 ( )
2

n n n
s

k
k k k

nD k k n
n n n n

ξ
= = =

+⎛ ⎞ = ≥ = → →∞⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

所以当时，大数定律可用于独立随机变量序列。

5、证：（1） ， ，0kEX = ( ) ( )2 21 12 2 4
2 2

k k
kDX k= ⋅ + − ⋅ =

。
1 1

2 2 2 2 2
1 1

1 1 1 4 4 4 4 0 ( )
1 4 3 3

n nn n

k k
k k

D X DX n
n n n n n

+ +

= =

−⎛ ⎞ = = × = − → →∞⎜ ⎟ −⎝ ⎠
∑ ∑

不满足马尔可夫条件。

（2） ，( ) ( )2 2

2 1 2 1

1 10, 2 2 1
2 2

k k
k k k kEX DX + += = ⋅ + − ⋅ =

。2 2
1

1 1 1 0 ( )
n

k
k

D X n n
n n n=

⎛ ⎞ = ⋅ = → →∞⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

满足马尔可夫条件。

（3） ，( )
3

22 2
1 1
2 2

1 10,
2 2

k kEX DX k k k
k k

= = ⋅ + − ⋅ =

。

3
2

2 2 2 2
1 1 1

1 1 1 1 ( 1) 1 ( )
2 2

n n n

k
k k k

n nD X k k n
n n n n= = =

+⎛ ⎞ = ≥ = ⋅ → →∞⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

不满足马尔可夫条件。

6、证：因为 是独立的，所以1, (| | 2)k k lξ ξ − ≥
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2

2 2
1 1

1 1 ( )
n n

k k k
k k

D E E
n n

ξ ξ ξ
= =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤= −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑ ∑

1
2

1 12
1 1

1 ( ) 2 ( )( )
n n

k k k k k k
k k

E E E E
n

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
−

+ +
= =

⎡ ⎤= − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑

21
2 2

, 12 2
1

2 2n

k k k
k

n D r
n n n n

σ
ξ σ σ

−

+
=

= + ≤ +∑ 23 0 ( )n
n
σ= → →∞

其中利用 且 有限。马尔可夫条件成立，所以对序列 成立大数定律。, 1 1k kr + ≤ σ { }nξ

7、证：由题中条件可得，对任给 ，存在 N，使当 时有 （设 ），则0c > | |j i N− > | |
4ijr e
ε

< 0c >

2 2 2
1 1 1

1 1 1 2
n n

k k ij i j
k k n j i

D D r
n n n

ξ ξ σ σ
= = ≥ > ≥

⎛ ⎞ = + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ 2 2

1 2 | |ij i j
i j

nc r
n n

σ σ
<

≤ ⋅ + ∑

.2 2
,

2 2| | | |ij i j ij i j
N j i j i j i N

c r r
n n n

σ σ σ σ
≥ − < − >

≤ + +∑ ∑

在上式前一个和式中， 可以依次取 ；对每个固定的 来说，由于 且i 1,2, ,nL i j i N− ≤

，所以至多对应 项；从而和式中至多有 项，在后一个和式中，由于 ，所以对i j< N nN j i>

取 ， 至 多 依 次 对 应 项 ， 从 而 和 式 中 至 多 有i 1,2, ,nL 1, 2, 2,1n n− − L

项，利用 可得( 1) ( 2) 2 1n n− + − + + +L
1 ( 1)
2
n n= − | | 1ijr ≤

。2 2 2
1

1 2 2 ( 1)
2 4

n

k
k

c n nD nN c c
n n n n c

ε
ξ

=

−⎛ ⎞ ≤ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ 2 11

4
c Nc
n n n

ε⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

当 充分大时，上式右方之值可以小于 ，所以 。n ε 2
1

1 0 ( )
n

k
k

D n
n

ξ
=

⎛ ⎞ → →∞⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

对 大数定律成立。{ }nξ

8、证：充分性。 是 的增函数，所以对任给 有
2

2(1 )
ts
t

=
+

( 0)t > 0ε >

2

2 2
| | | |

2

( )1{| } ( ) ( )
1 ( )

1

n n

n n

n
n n

ny a y a

y aP a dF y dF y
y aη η

ε ε

η ε
ε
ε

− ≥ − ≥

−
− ≥ = ≤

+ −
+

∫ ∫
22

2 2

( )1
1 ( )

n n

n n

aE
a

ηε
ε η

⎧ ⎫−+
≤ ⎨ ⎬+ −⎩ ⎭

所以当 时有 ，此时 服从大数定律。
2

2

( ) 0
1 ( )

n n

n n

aE
a

η
η

⎧ ⎫−
→⎨ ⎬+ −⎩ ⎭

{| } 0n nP aη ε− ≥ → { }iξ

必要性。设 服从大数定律，即 ，则对任给 ，存在 ，当{ }iξ lim {| | } 0n nn
P aη ε

→∞
− ≥ = 0ε > N
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时有 。由 关于 的单调性和 得n N> lim {| | }n nn
P aη ε ε

→∞
− ≥ ≤

2

2(1 )
ts
t

=
+

( 0)t > 0 1s< <

2

2

( )0
1 ( )

n n

n n

aE
a

η
η

⎧ ⎫−
≤ ⎨ ⎬+ −⎩ ⎭

2

2 {| } 1 {| }
1 n n n nP a P aε

η ε η ε
ε

≤ − ≥ + ⋅ − ≥
+

（当 时）。
2 2ε ε ε< + < <1ε

∴ 。
2

2

( )lim 0
1 ( )

n n
n

n n

aE
a

η
η→∞

⎧ ⎫−
=⎨ ⎬+ −⎩ ⎭

9、证：斯特灵公式为 。由此得
1! 2 , 0 0

12
m m m

mm m m e e
m

θπ −= < <

2 22 1 (2 )! 1
2 ( )!( )! 2

n nn n
n m n m n m
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2
2 2

( )( )

12 2 (2 )
12

( )2 ( )( ) 2 ( )

n
n n

n m n mn m n m

n n e e

n m en m n m e n m

θπ

π π

−

+ − +− − −

⎛ ⎞⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠= ×

+− − +

1 1 1 1| |
12 2n n m n m

θ ⎛ ⎞< + +⎜ ⎟− +⎝ ⎠ 2 2

1 2
2

n m n mn n n e
n m n m n m

θ

π

+ −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( )

2 2

1 2 1 1
2

n m n mn m m e
n m n n

θ

π

− + − −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（1）
2 2

2

1
1 1

1 11

m

n m

m
n e

n m mm
n nn

θ

π

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ − +− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

若 ，则当0,α β→ →∞

（2）
2 (1)oβα =

时，才有下式成立：

（3）( )
1

(1 ) 1 ~ e
αβ

β αβαα α⎡ ⎤+ = +⎢ ⎥⎣ ⎦
此题未必满足（2）式，所以不加条件地利用（3）式证是不妥的。这里结论的证明很简单。

若利用（3）式估计（1）式值，则应有 。后一式蕴含在前一式中，即应补
3 4

2 3(1), (1)m mo o
n n

= =

设前一条件成立，利用（3）才可证得结论。下面用另一种证法证明。

视 为连续变量进行估值，然后再置 为取正整数的变量，结论也应成立。利用台劳展式,n m ,n m
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，
1

1
ln(1 ) ( 1) ( ) ( 1 1)

kn
k n

k

xx o x x
n

−

=

+ = − + − < ≤∑

由 得0m
n
→

2

2

1
ln

1 1

m

n m

m
n

m m
n n

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

2

2min 1 min 1 min 1m m m
n n n

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2 3 4 5 2 4 6

2 3 4 5 2 4 62 3 4 5 2 3
m m m m m m m mm n
n n n n n n n n

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − − − − − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
L L

2 3 4 5

2 3 4 52 3 4 5
m m m m mm
n n n n n

⎛ ⎞
− − − − − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
L

2 4 6

3 5

1 1
6 15

m m m
n n n

= − − − −L
2 4 2

3 2

1 1
6 15

m m m
n n n

⎛ ⎞
= − − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
L

2 4

3

1 (1)
6

m m o
n n

⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 4

3
1 (1)
6

2

2

1

1 1

m

m m o
n n

n m

m
n e

m m
n n

⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

由题设条件得

，

24 2 2

3

m m m mo
n n n n

⎛ ⎞⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

所以要证明的结论中只能是 ，在题设条件下显然有 ，所以欲

2

1 m
ne

nπ
−

2

1 1me
n

θ ⎛ ⎞− →⎜ ⎟
⎝ ⎠

222 1 1
2

n m
n

n
e

n m nπ
−⎛ ⎞⎛ ⎞ +⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

2

2 2

2

1
1 1 1

1 11

m

m
n

n m

m
n e e

n nm mm
n nn

θ

π π

−

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠= ÷

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ − +− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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2 4

3
1 (1)
6

2

1

m m o
n ne e

m
n

θ ⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

必须且只需 ，即 。
4

3

1 (1) (1)
6

m o o
n

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

4

3 0m
n

→

这条件必须在题中补设出来，即再当 时有 。
4

3 0m
n

→
222 1 1~

2

n m
n

n
e

n m nπ
−⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

10、解：每个终端在某时刻使用的概率为 0.05， 表示在某时刻同时使用的终端数。则ξ

120
120{ } (0.05) (0.95)k k k

nP k Cµ −= =

由积分极限定理得

{120 10} 1 { 10}P Pξ ξ≥ ≥ = − <
6 10 61

120 0.05 0.95 120 0.05 0.95
P ξ − −⎧ ⎫= − <⎨ ⎬

× × × ×⎩ ⎭

。1 (1.675) 0.047≈ −Φ =

即有 10 个或更多个终端在使用的概率为 0.047。

11、证：当 时有0x >
2 2 2 21 1 1 1

2 2 2 21 1x t t x

x x
x

te dt e dt e e
x x x

∞
∞ ∞− − − −⎛ ⎞

≤ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫
2 2 21 1 14 2

2 2 2
4 2 2

2 1
2 1 1

t t t

x x x

t t te dt e dt d e
t t t

∞ ∞ ∞− − −⎛ ⎞+ −
≥ = −⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

∫ ∫ ∫
2 21 1

2 2
2 21 1

t t

x

t xe e
t x

∞
− −−

= =
+ +

所以不等式成立。

12、证：利用德莫哇佛 ——拉普拉斯积分定理得

21
2| | 1{| | }

2

k
xnpqn

kn
npq

np kP np k P e dx
npq npq

µ
µ

π

−

−

⎧ ⎫−⎪ ⎪− < = < ≈⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

在如上积分中，积分区间长度 ，所以 。
2 0k
npq

→ {| | } 0 ( )nP np k nµ − < → →∞

13、解：设需要投掷 次，用车贝晓夫不等式得（p=0.5）n

2 2

1 1 1 10.4 0.6 0.5 0.1 1 0.9
0.1 2 2

n nP P n
n n n
µ µ⎧ ⎫⎧ ⎫< < = − < ≥ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭

，取 。用积分极限定理得
1 0.1

0.04n
=

1000 250
4

n ≥ =
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0.5 0.1 1 1 10.4 0.6 2 1 0.9
5 5 5

n n nP P n n n
n npq pq
µ µ⎧ ⎫−⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞< < = < ≈ Φ −Φ − = Φ − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭

取 。
1 10.95, 1.645, 67.65
5 5

n n n⎛ ⎞Φ = − = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

68n ≥

14、解：利用车贝晓夫不等式估计值为： 。
2

2 2
n

npq
pqnP p

n n
µ

ε
ε ε

⎧ ⎫
− ≥ ≤ =⎨ ⎬

⎩ ⎭

利用德莫哇佛 ——拉普拉斯积分定理估值为：

21
22

2
tn n np n nP p P e dt

n npq pq pqε

µ µ ε ε
ε

π

∞ −⎧ ⎫⎧ ⎫ −⎪ ⎪− ≥ ≤ ≥ ≈⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
2

21
22

2

2 1 2 ( )
n

t pqpq n pq pqe dt e o n
n nn pq

ε

ε

ε
π ε π εε

−∞ − ⎛ ⎞< = = →∞⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

两者比较，后者估计精确得多。

15151515、解：任选 6000 粒可看作 6000 重贝努里试验,,由积分极限定理得

16000
1 0.01 600060.01

6000 6 1 5 1 56000
6 8 6 8

P P
µ

µ
⎧ ⎫

− ×⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎪ ⎪− < = ≤⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎪ ⎪× × ×

⎪ ⎪⎩ ⎭

。(2.078) ( 2.078) 2 (2.078) 1≈ Φ −Φ − = Φ − 2.98124 1 0.96= − ≈

16161616、解：与上题同理得

，

16000
1 6 120 3 0.99

6000 6 1 56000
6 8

P P
µ

µ
ε ε

⎧ ⎫
− ×⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎪ ⎪− < = ≤ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎪ ⎪× ×
⎪ ⎪⎩ ⎭

，2 (120 3 ) 1 0.99, (120 3 ) 0.995ε εΦ − = Φ =

。120 3 2.58, 0.0124ε ε= =

把 代入上式计算得0.0124ε =

。{ }1 0.0124 1000 74.4
6000 6

P Pµ
µ

⎧ ⎫
− < = − <⎨ ⎬

⎩ ⎭
{925 1075} 0.99P µ= < < =

所以相应的良种数应落在 925 粒与 1075 粒之间。

17171717、解：在蒲丰试验中，频率与概率之差为 。由积分极限定理得要求的概率
2048 1 28 0.00693
4040 2 4040

− = =

为
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20201 0.00693 40400.00693 14040 2 14040 24

P P
µµ

⎧ ⎫
⎪ ⎪−⎧ ⎫ ×⎪ ⎪− ≤ = ≤⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎪ ⎪×
⎪ ⎪⎩ ⎭

2020
0.88 2 (0.88) 1

14040
4

P
µ

⎧ ⎫
⎪ ⎪−⎪ ⎪= ≤ ≈ Φ −⎨ ⎬
⎪ ⎪×
⎪ ⎪⎩ ⎭

。2 0.8106 1 0.621= × − ≈

18181818、证：由于 有界非降， ， ，故对任意 ，可找到 ，使当( )F x ( ) 0F −∞ = ( ) 1F +∞ = 0ε > 0M >

时有 ，x M≥ 1 ( )F x ε− <

（1）

且当 时有 。 （2）x M≥ − ( )F x ε<

由于 处处收敛于 ，故存在一正整数 ，使当 时，一方面有( )nF x ( )F x N 1n N>

。| ( ) ( ) |nF M F M ε− − − <

由（2）得 （3）( ) 2nF M ε− <

另一方面又有 ，| ( ) ( ) |nF M F M ε− <

由（1）得 （4）1 ( ) 2nF M ε− <

因此，对 ，若 ，则由（2），（ 3）有x M< − 1n N≥

。 （5）| ( ) ( ) | | ( ) | ( )n nF x F x F x F x− < + ( ) ( ) 3nF M F M ε≤ − + − <

同样，对 ，如果 ，则由（1），（ 4）有x M> 1n N>

| ( ) ( ) | | (1 ( )) (1 ( )) |n nF x F x F x F x− < − − − |1 ( ) | | (1 ( ) |nF x F x< − + −

（6）1 ( ) 1 ( ) 3nF M F M ε≤ − + − <

在有限闭区间 上， 连续，故也均匀连续，因而在 上可找到 个点[ , ]M M− ( )F x [ , ]M M− t

，使1 2, , , , ,t k tx x x x M x M= − =L

。 （7）1( ) ( ) ( 1, 2, , 1)i iF x F x i tε+ − < = −L

还可找到 ，使在此 个点中的每一点上，当 时有2 1N N> t 2n N>

。 （8）| ( ) ( ) |n i iF x F x ε− <
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于 中任取一 ，则此 必属于某一 ，因此当 时，由（8）得[ , ]M M− x x 1[ , ]i ix x + 2n N>

（9）1 1( ) ( ) ( )n n i iF x F x F x ε+ +≤ < +

及 （10）( ) ( ) ( )n n i iF x F x F x ε≥ > −

由此及（9），（ 7）得

。 （11）1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2n i i iF x F x F x F x F x F xε ε ε+ +− < − + ≤ − + <

同样由（10）及（7）得

。 （12）1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2n i i iF x F x F x F x F x F xε ε ε+− > − − ≥ − − > −

故当 时，由（5），（ 6），（ 11），（ 12）得，对任意 有 。2n N> 1x R∈ | ( ) ( ) | 3nF x F x ε− <

19191919、证：由 可推得 ，从而 ，由上题即得证。
P

nX X⎯⎯→ L
nX X⎯⎯→ ( ) ( )W

nF x F x⎯⎯→

20202020、证： 。 令 得 。

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<

≤<−

≤

==

nx

nx
n

x

xXPxF nn

当

当

当

,1

0,11

0,0

},{)( n→∞
0, 0

( ) ( )
1, 0n

x
F x F x

x
≤⎧

→ = ⎨ >⎩

这说明分布函数收敛，但 。当 时，1, 0, ( )n n
EX EX EX EX n+= = → →∞ 1k >

，
11k k k

nEX n n
n

−= ⋅ =

1 1( ) ( 1) ( 1) 1 ( 1)k k k k
n n nE X EX E X n

n n
⎛ ⎞− = − = − − + − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

所以当 时， ， 。由此知其中心距，原点矩均不收敛。n→∞ nEX →∞ ( )kn nE X EX− →∞

21212121、证：题中分布函数收敛系数指弱收敛。

（IIII）设 是 的连续点，现证 。对任给 ，有x c− ( )F x ( ) ( )
n

F x F x cζ → − 0ε >

{ } { ,| | } { ,| | }n n n n n n n nx x c x cξ η ξ η η ε ξ η η ε+ < = + < − < + < − ≥U

上式中右边两事件依次记为 ，则 ，1 2,S S 1 2S S φ=I

， （1）1 2( ) { } ( ) ( )
n n nF x P x P S P Sζ ξ η= + < = +

我们有 1{ ( ),| | } { ( ),| | } ( )n n n nP x c c P x c c P Sξ ε η ε ξ ε η ε< − + − ≥ ≤ < − + − ≤ ≤

{ ( ),| | }n nP x c cξ ε η ε≤ < − + − <

（2）{ ( )}nP x cξ ε≤ < − +

由（1），（ 2）得
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2{ ( )} {| | } ( )n nP x c P c P Sξ ε η ε< − + − − ≥ + 2{ } { ( )} ( )n n nP x P x c P Sξ η ξ ε≤ + < ≤ < − − +

此式对任意 成立，所以n
[ ]2lim { ( )} lim ( ) {| | }n n

n n
P x c P S P cξ ε η ε

→∞ →∞
< − + + − − ≥

（3）2lim ( ) lim ( ) lim { ( )} lim ( )
n n nn n nn

F x F x P x c P Sζ ζ ξ ε
→∞ →∞ →∞→∞

≤ ≤ ≤ < − + +

由 得 。
P

n cη ⎯⎯→ 2( ) {| | } 0 ( )nP S P c nη ε≤ − ≥ → →∞

再适当选取 使 同是 的连续点，利用弱收敛性由（3）可得ε x c ε− − ( )F x

。 （4）( ) lim ( ) lim ( ) ( )
n nnn

F x c F x F x F x cζ ζε ε
→∞→∞

− − ≤ ≤ ≤ − +

由于 单调增加，其至多有可列个不连续点，这里对 的限制丝毫不影响以下结论成立。( )F x ε

由于 是任意的且 是 的连续点，由（4）得ε x c− ( )F x

。lim ( ) ( )
nn

F x F x cζ→∞
→ −

所以 。( ) ( )
n

WF x F x cζ ⎯⎯→ −

（IIIIIIII）设 是 的连续点，对任给 ，( 0)cx x ≠ ( )F x 0 (0 )cε ε> < <

（记），1 2,| | , | |n n n
n n

n n n

x x c x c S Sξ ξ ξ
η ε η ε

η η η
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

< = < − < < − ≥ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

U U

则 。1 2 2, ( ) {| | } 0 ( )nS S P S P c nφ η ε= ≤ − ≥ → →∞I

另外， 介于如下两概率之间；1( )P S

， ，{ ( ) ,| | }n nP c x cξ ε η ε< − − < { ( ) ,| | }n nP c x cξ ε η ε< + − <

对这两个概率值又分别有

，0 { ( ) } { ( ) ,| | } {| | }n n n nP c x P c x c P cξ ε ξ ε η ε η ε≤ < − − < − − < ≤ − ≥

。0 { ( ) } { ( ) ,| | } {| | }n n n nP c x P c x c P cξ ε ξ ε η ε η ε≤ < + − < + − < ≤ − ≥

取极限可得，当 时有（若 ，则下式前后两项分别改成取上，下极限，且调换前后之位0x > 0x <
置），

。lim (( ) } lim ( ) lim ( ) lim (( ) )
n nn nn nn n

F c x F x F x F c xζ ζε ε
→∞ →∞→∞ →∞

− ≤ ≤ ≤ +

可适取 ，使 与 都是 的连续点，当 时，由弱收敛性得（若 ，则ε ( )c ε− ( )c xε+ ( )F x 0x > 0x <

前后两项调换位置），

。(( ) ) lim ( ) lim ( ) (( ) )
n n nnn

F c x F x F x F c xζ ζε ε
→∞→∞

− ≤ ≤ ≤ +

由 的任意性及 是 的连续点得ε cx ( )F x

。lim ( ) ( )
nn

F x F cxζ→∞
=
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若 （从而 ）是 的连续点，则对任意 有0cx = 0x = ( )F x 0 ( 0)ε ε> <

(0) 0
n

n

n

F Pζ
ξ
η
⎧ ⎫

= <⎨ ⎬
⎩ ⎭

0,| | 0,| |n n
n n

n n

P c P cξ ξ
η ε η ε

η η
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= < − < + < − ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

{ }0,| | 0,| |n
n n n

n

P c P cξ
ξ η ε η ε

η
⎧ ⎫

= < − < + < − ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

。{ } { }0 0,| | 0,| |n
n n n n

n

P P c P cξ
ξ ξ η ε η ε

η
⎧ ⎫

= < + < − ≥ + < − ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

等式右边三项中，由 得第一项 ，其余两项中概率( ) ( )W
nF x F x⎯⎯→ { }0 (0) (0)n nP F Fξ < = →

值均不超过 ，所以右边从而左边极限存在。取有限可得 。{| | }nP cη ε− ≥ lim (0) (0)
nn

F Fη→∞
=

至此得证 。( ) ( )
n

WF x F cxζ ⎯⎯→

22222222、证：（1111） ， ∴ 。n nP{|X 0 | } {|X | } 0X P Xε ε− − ≥ = − ≥ → nX 0 ( )PX n− ⎯⎯→ →∞

（2222）对任给 ，0ε >

{| | } {|X | }n nP X Y P X X Yε ε− ≥ + − + − ≥

1 1{| | } {| | } 0 ( )
2 2n nP X X P X Y nε ε≤ − ≥ + − ≥ → →∞

由 的任意性得 ，所以 。ε { } 0P X Y≠ = { } 1P X Y= =

（3333） {| | } {| | }n m n mP X X P X X X Xε ε− ≥ = − + − ≥

m
1 1{| | } {|X | } 0
2 2nP X X P Xε ε≤ − ≥ + − ≥ →

∴ 。0 ( , )P
n mX X n m⎯⎯→ →∞

（4444） {| ( ) ( ) | } {| ( ) ( ) | }n n n nP X Y X Y P X X Y Yε ε± − ± ≥ = − ± − ≥

n
1 1{| | } {|Y | } 0
2 2nP X X P Yε ε≤ − ≥ + − ≥ →

∴ 。( )P
n nX Y X Y n± ⎯⎯→ ± →∞

（5555）若 ，显然有 。若 ，则0k = ( )P
nkX kX n⎯⎯→ →∞ 0k ≠

{| | } {| | | | } {| | } 0
| |n n nP kX kX P k X X P X X
k
ε

ε ε− ≥ = − ≥ = − ≥ →

∴ 。( )P
nkX kX n⎯⎯→ →∞
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（6666） 2 2 2 1 1{| | } { | | } {2 | | | | }
2 2n n nP X X P X X P X X Xε ε ε− ≥ = − ≥ + − ≥

2
n

1 1{| | } {|X | }
2 2nP X X P Xε ε≤ − ≥ + − ≥

1 1| | | | | |
2 4n nP X X P X X Xε ε

⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎧ ⎫= − ≥ + − ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

对任给 ，取 ，使 ，再取 使当 时有0δ > 0M > { } 1| |
3

P X M δ> < N n N>

，且
( )n

1|X |
4 3

P X
M
ε

δ
⎧ ⎫⎪ ⎪− ≥ <⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

1| |
2 3nP X X δ
ε

⎧ ⎫⎪ ⎪− ≥ <⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

因为
1 1| | | | {| | } | | , | | | |
4 4n nX X X X M X M X X Xε ε⎧ ⎫ ⎧ ⎫− ≥ ⊂ > ≤ − ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
U

{| | } | |
(4 )nX M X X
M
ε⎧ ⎫

⊂ > − ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

U

所以当 时有n N>

2 2 1{| | } | | {| | } | |
2 (4 )n n nP X X P X X P X M P X X

M
ε

ε ε
⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪− ≥ ≤ − ≥ + > + − ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭

,
1 1 1
3 3 3
δ δ δ δ≤ + + =

从而 ，即 。
2 2lim {| | } 0nn

P X X ε
→∞

− ≥ = 2 2
nX ( )P X n⎯⎯→ →∞

（7777） {| | }n nP X Y ab ε− ≥

{| 2 | }n n n n n nP X Y aY bX ab aY bX ab ε= − − + + + − ≥

{| ( )( ) ( ) ( ) | }n n n nP X a Y b a Y b b X a ε= − − + − + − ≥

1 1 1| ( )( ) | | ( ) | | ( ) |
3 3 3n n n nP X a Y b P a Y b P b X aε ε ε⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫≤ − − ≥ + − ≥ + − ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

1 1 1| | | | | | | |
3 3 3n n nP X a P Y b P a Y bε ε ε

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎧ ⎫≤ − ≥ + − ≥ + − ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

，
1| | | | 0
3nP b X a ε⎧ ⎫+ − ≥ →⎨ ⎬

⎩ ⎭

∴ 。( )P
n nX Y ab n⎯⎯→ →∞

（8888） 1 |1 |{| 1| }
| |

n
n

n

XP X P
X

ε ε− ⎧ ⎫−
− ≥ = ≥⎨ ⎬

⎩ ⎭
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|1 |1 1| | | | ,
2 2 | |

n
n n

n

XP X P X
X

ε
⎧ ⎫−⎧ ⎫≤ ≤ + > ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭

，
1 1| 1| |1 | 0
2 2n nP X P X ε⎧ ⎫ ⎧ ⎫≤ − ≥ + − ≥ →⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∴ 。
1 1 ( )P

nX n⎯⎯→ →∞－

（9999）在（8）中令 ，再利用（5）由 可证得 ；再现（7）中 为这n
n

YX
b

=
P

nY b→ 1 1
P

nY b− −→ nY

里 即得证。
1

nY
−

（ 10101010）对任给 ，取 ，使 。再取 ，使当 时，0δ > 0M >
1{| | }
2

P Y M δ> < N n N>

，则
1| |
2nP X X

M
ε

δ⎧ ⎫− ≥ <⎨ ⎬
⎩ ⎭

{ }{| | } | | | |n nP X Y XY P Y X Xε ε− ≥ = − ≥ { }{| | } | | ,| | | |nP Y M P Y M Y X X ε≤ > + ≤ − ≥

，
1 1{| | } | |
2 2nP Y M P X X

M
ε

δ δ δ⎧ ⎫≤ > + − ≥ < + =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∴ 。( )P
nX Y XY n⎯⎯→ →∞

（11111111）对任给 ，取 及 ，使当 时如下五式同时成立：0δ > 0M > N n N>

， ， ，
1 1| |
2 8

P X M δ⎧ ⎫≥ <⎨ ⎬
⎩ ⎭

1 1| _ |
2 8nP X X M δ⎧ ⎫≥ <⎨ ⎬

⎩ ⎭
{ } 1| |

4
P Y M δ≥ <

， 。则当 时有
1| |

(2 ) 4nP Y Y
M
ε

δ
⎧ ⎫

− ≥ <⎨ ⎬
⎩ ⎭

1| |
(2 ) 4nP X X
M
ε

δ
⎧ ⎫

− ≥ <⎨ ⎬
⎩ ⎭

n N>

{ } 1 1| | | | ,| | | | ,| |
2 2n n nP X M P X M X M P X X M

M
⎧ ⎫ ⎧ ⎫≥ = ≥ ≥ + < ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

。
1 1 1| | | | ,| |
2 2 2nP X M P X M X X M⎧ ⎫ ⎧ ⎫≤ ≥ + < − ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
1 1 1
8 8 4
δ δ δ< + =

从而

{| | }n nP X Y XY ε− ≥ {| | }n n n nP X Y X Y X Y XY ε= − + − ≥

1 1| | | | | | | |
2 2n n nP X Y Y P Y X Xε ε⎧ ⎫ ⎧ ⎫≤ − ≥ + − ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭

1{| | } | | ,| | | |
2n n n nP X M P X M X Y Y ε⎧ ⎫≤ ≥ + < − ≥⎨ ⎬

⎩ ⎭
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1{| | } | | ,| | | |
2nP Y M P Y M Y X X ε⎧ ⎫+ ≥ + < − ≥⎨ ⎬

⎩ ⎭

{| | } | |
(2 )n nP X M P Y Y
M
ε⎧ ⎫

≤ ≥ + − ≥⎨ ⎬
⎩ ⎭

1{| | } | | 4
(2 ) 4nP Y M P X X
M
ε

δ
⎧ ⎫

+ ≥ + − ≥ < ×⎨ ⎬
⎩ ⎭

,δ=

∴ 。( )P
n nX Y XY n⎯⎯→ →∞

23232323、证法一：对任给 ，取 及 ，使当 时有0δ > 0M > 1N 1n N>

。
1 1{| | } , {| | }
3 3nP X M P X Y Mδ δ≥ < − ≥ <

在 上 一 致 连 续 ， 则 对 任 给 ， 存 在 ， 使 当( )g x [ 2 , 2 ]M M− 0ε > 1 0ε >

且 时有 。1 2, [ 2 , 2 ]x x M M∈ − 1 2 1| |x x ε− < 1 2| ( ) ( ) |g x g x ε− <

再取 ，使当 时有 。1N N≥ n N> { }1
1| |
3nP X X ε δ− ≥ <

由于 { } { } { }| | 2 {| | 2 } | | | | , | | 2n nX M X M X M X M X M≥ ≥ ⊂ ≥ ≤ ≥U U

，{ }{| | } | |nX M X X M⊂ > − ≥U

，{ } { }1| | 2 , | | 2 , | ( ) ( ) | | |n n nX M X M g X g X X Xε ε≤ ≤ − ≥ ⊂ − ≥

所以当 时有n N>

{ }| ( ) ( ) |nP g X g X ε− ≥

{ } { } { }| | 2 | | 2 | | 2 , | | 2 , | ( ) ( ) |n n nP X M X M P X M X M g X g X ε≤ ≥ ≥ + < ≥ − ≥U

{ } { } { }1| | | | | |n nP X M P X X M P X X ε≤ ≥ + − ≥ + − ≥

，
1 1 1
3 3 3
δ δ δ δ≤ + + =

∴ 。( ) ( ), ( )P
ng X g X n⎯⎯→ →∞

证法二： 是有限测度，在实变函数论中曾得到，这时 的充要条件是，( ) 1P Ω = P
nX X⎯⎯→

对 的任一子序列 ，都能找到其的一子序列 几乎处处收敛于 。（上题也可以用{ }nX { }
kn

X { }
kvn

X X

此定理证）对序列 的任一子序列 。因为 ，由充要条件得，对{ ( )}ng X { ( )}
kn

g X P
nX X⎯⎯→
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可找到其一子序列 ，使 。由于 是 的连续函数，由此得{ }
kn

X { }
kvn

X
kv

a s
nX X⋅ ⋅⎯⎯→ g 1R

。再由充要条件得 。{ } ( )
kv

a s
ng X g X⋅ ⋅⎯⎯→ ( ) ( )P

ng X g X⎯⎯→

24242424、证：由序列的单调下降性可得，当 时的极限存在，且 ，n→∞ {lim } { }n kn
X Xε ε

→∞
< ⊃ <

由 得 ，0P
kX ⎯⎯→ 1 {lim } lim { } 1n kn k

P X P Xε ε
→∞ →∞

≥ < ≥ < =

再由 及 的任意性得0nX > ε

，即 。lim { 0} 1nn
P X

→∞
> = 0a s

nX
⋅ ⋅⎯⎯→

25252525、解：设事件 互不相容， ，而且 ，由全概率公式得1 2, , , nB B BL ( ) 0 ( 1,2, , )iP B i n> = L
1

n

i
i
B

=

= ΩU

。( )
1 1

( ) { } { } { } ( )
n n

i i i i
i i

F x P x P x B P B F x B P Bξ ξ
= =

= < = < =∑ ∑

所以有 。( )
1

( ) ( )
n

i i
i

E xd F x E B P Bξ ξ
∞

−∞
=

= =∑∫
此式称为全数学期望公式。由此并利用独立性得

( )
1 1

( ) exp { }it
k

n k
f t E e E it X n P n

µ
η

η µ µ
∞

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
= = = =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑

。
1 1 1 1

exp ( )
Xk

nn

k n n
n k n k
E it X p f t p

∞ ∞

= = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∏

26262626、证：因为 是非负定的，故对任何实数 ，复数 ，恒有( )f t 1 2, , , nt t tL 1 2, , , nλ λ λL

。
1 1

( ) 0
n n

k j k j
k j

f t t λ λ
= =

− ≥∑∑

（1111）令 。由非负定性条件得 。1 11, 0, 1n t λ= = =
1 1

( ) (0) 0
n n

k j k j
k j

f t t fλ λ
= =

− = ≥∑∑

（2222）令 得1 22, 0,n t t t= = =

1 1
0 ( )

n n

k j k j
k j

f t t λ λ
= =

≤ −∑∑ 1 1 1 2 2 1 2 2(0 0) (0 ) ( 0) ( )f f t f t f t tλ λ λ λ λ λ λ λ= − + − + − + −

( )2 2
1 2 1 2 1 2(0) | | | | ( ) ( )f f t f tλ λ λ λ λ λ= + + − +

所以 应该是实数。设1 2 1 2( ) ( )f t f tλ λ λ λ− +

， ，1 1 2 2 1 2( ) , ( ) ,f t i f t i iα β α β λ λ δ− = + = + = ϒ + 1 2 iλ λ δ= ϒ −
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代入上式并设虚部为 0 得

。1 2 1 2( ) ( ) 0α α δ β β γ− + + =

由 的任意性得 ， 即 。,γ δ 1 2 1 20, 0α α β β− = + = ( ) ( )f t f t− =

（3333）在（2）中令 ，得1 2( ), | ( ) |f t f tλ λ= = −

，
2 2 22 (0) | ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) | | ( ) | 0f f t f t f t f t f t− − ≥

若 ，则得 ；若 ，则由（1）中结果得 。| ( ) | 0f t ≠ (0) | ( ) |f f t≥ | ( ) | 0f t = (0) | ( ) |f f t≥

27272727、证：即要证，若 是次贝努里试验中事件出现和次数， ，则对任意有限区间 ，当nµ 0 1p< < [ , ]a b

时一致地有 ，其中 。n→∞ ( )
bn
a

npP a b x dx
npq

µ
ϕ

⎧ ⎫−⎪ ⎪≤ < →⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
41

21( )
2

x
x eϕ

π

−
=

因为 服从二项分布 ，所以它的特征函数为 ，而 的特征函nµ ( ; , )b k n p ( ) ( )it n
nf t q pe= + n np

npq
µ −

数为

( ) exp exp exp exp
n n

n
it npit pit qitg t q p q p p
npq npq npq npq

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − = + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

按台劳公式展开
ze

，( )2 211
2!

ze z z o z= + + +

则得

2 2

exp
2

qit pq qt tp p it o
n n nnpq

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2

exp
2

pit pq pt tq q it o
n n nnpq

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

代入 得( )ng t

。
412 2

2( ) 1 ( )
2

n
x

n
t tg t o e n
n n

−⎡ ⎤⎛ ⎞
= − + → →∞⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

而 是标准正态分布 的特征函数，由逆极限定理即可得要证的结论。
41

2
x

e
−

(0,1)N

28282828、解：伯林德贝格 ——勒维定理，记 ，其中 ，则nm
n
σ

ξ ζ− =
1

1 ( )
n

n k
k

m
n

ζ ξ
σ =

= −∑

{ }| | 0.1 0.1nP m P
n
σ

ξ σ ζ σ
⎧ ⎫

− < = <⎨ ⎬
⎩ ⎭

{ }
210.1

2
0.1

1| | 0.1
2

n t

n n
P n e dtζ

π

−

−
= < ≈ ∫

，( ) ( ) ( )0.1 0.1 2 0.1 1 0.95n n n= Φ −Φ − = Φ − =
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，查表得 。所以 至少应取 385。( )0.1 0.975nΦ = 0.1 1.96, 385n n= = n

29292929、证： 的特征函数为 ，所以 的特征函数为kξ ( )
1
21( ) 1 cos ( 1,2, )

2 2k

itit tf t e e kξ = + = = L
2
k

k

ξ

.1 1( ) cos exp
2 2 2
k

k k
k

t ittξ
+ +

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

的特征函数为nη

2 3 1 2 1

1

sin1 1 1 12( ) cos cos cos exp exp 1
2 2 2 2 2 2 2 2sin

2
n n n n n

n

t
t t t itf t it tη + +

+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
L L

。( )
1
22 1lim ( ) sin 1 ( )

2n

it it

n

tf t e e f t
t itη→∞

= ⋅ = − =

是[0,1]上均匀分布的特征函数，由逆极限定理得证。( )f t

30303030、证：二项分布的特邀函数为 。
( )1

( ) ( ) 1

nit
nit n

n n n

np e
f t p e q

n

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= + = +
⎢ ⎥⎣ ⎦

若当 时 ，则 。n→∞ nnp λ→ ( ) ( )1 1 ( )it it
nnp e e nλ− → − →∞

所以 。( )lim ( ) exp 1 ( )it
nn
f t e f tλ

→∞
⎡ ⎤= − =⎣ ⎦

是普阿松分布 的特邀函数，由逆极限定理得证。( )f t ( )p λ

31313131、证：设 服从参数为 的普阿松分布，则 。令 ，并λξ λ ( )( ) exp 1ttf t e
λξ

λ⎡ ⎤= −⎣ ⎦
λ

λ
ξ λ

η
λ
−

=

在下式中按台劳公式展开 得
ize

( ) exp 1
it

i t tf t e f i t e
λ λ

λ λ
η ξ λ λ

λ
−

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= = − + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2 1exp
2
ti t oλ λ

λ
⎡ ⎤⎛ ⎞= − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

。
212

21exp ( )
2

tt o e λ
λ

−⎡ ⎤⎛ ⎞= − + → →∞⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

由逆极限定理得，普阿松分布当 时，渐近正态分布。λ →∞

32、证：由辛钦大数定律知，这时只要验证 存在, 。而iEX 2ln ln

1 1
2 2 4k k k k

i
k k

EX
∞ ∞

− − −

= =

= =∑ ∑
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，
ln ln 4ln ln ln 4 ln 44 ( )k k ke e k− − − −= = =

又 ，所以 ，从而大数定律成立。ln 4 1> ln 4

1
i

k
EX k

∞
−

=

= < ∞∑

33、证：（1）的证明。 ，

1

1

2 2

1 1

n

in
i

i
i n

n n n
n

i i
i i

X
n X

nW
X X

n

ξ
η

=

=

= =

= = =

∑
∑

∑ ∑

其中设 。由 可得 。又 间独立，所以

2

1 1,

n n

i i
i i

n n

X X

nn
ξ η= == =

∑ ∑
~ (0,1)iX N ~ (0,1)n Nξ iX

间也独立，对 应用辛钦大数定律得 。由本章第 25 题（2）中
2
iX

2{ }iX
2 2

1
1

n
P

n i i
i
X EXη

=

= ⎯⎯→ =∑

结论知 渐近 。nW (0,1) ( )N n→∞

(2）的证明。 ，

1

2

1

n

i
i

n
n n

n
i

i

X

nU
X

n

ξ
η

=

=

= =

∑

∑

和 同（1）中设。由 及本章第 27 题结论得 。与（1）同理得nξ nη 1P
nη ⎯⎯→ 1P

nη ⎯⎯→

渐近 。nU (0,1) ( )N n→∞

34、证：取对数得 。
1

1ln ln
n

n i
i

Z X
n =

= ∑

因为 独立同分布，所以 也独立同分布。又iX ln iX

。
1 1

00
ln ln 1 ( ln ) 1iE X x dx x x x= ⋅ ⋅ = − = −∫

由辛钦大数定律得 ，即有 。ln 1P
nZ ⎯⎯→− 1 ( )P

nZ e c n−⎯⎯→ = →∞

35、证：因为 独立同分布且 ，所以由于柯尔莫哥洛夫定理（独立同分布场合的强大数定律 ）iX iEX m=

得 。1 ( ) ( )a sn
i

X X E X m n
n

⋅ ⋅+ +
⎯⎯→ = →∞
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又 有限，由控制收敛定理和 的连续性得| ( ) | , ( ) 1F x k P≤ Ω = ( )f x

1 1lim limn n
n n

X X X XE f E f
n n→∞ →∞

⎡ + + ⎤ ⎡ + + ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

L L

1lim ( )n
n

X XE f f m
n→∞

⎡ + + ⎤⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

L

36、证：记 ，则
2,i iEX a DX σ= = < ∞

，
1 1 1

2 2 2
( 1) ( 1) ( 1)

n n n

i i
i i i

E iX iEX a i a
n n n n n n= = =

⎛ ⎞
= = ⋅ =⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

2 2
2 2

1 1

2 4
( 1) ( 1)

n n

i
i i

D iX i
n n n n

σ
= =

⎛ ⎞
=⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∑ ∑

。
2

2
2 2

4 ( 1)(2 1) 2(2 1) 0 ( )
( 1) 6 3 ( 1)

n n n n n
n n n n

σ
σ

+ + +
= ⋅ ⋅ = → →∞

+ +

其中利用 间的独立性。由马尔可夫大数定律得iX

1

2
( 1)

n
P

i i
i
iX a EX

n n =

⎯⎯→ =
+ ∑

37、证：利用伯恩其坦多项式 。
0

( ) (1 )
n

m n m
n

m

n mB x x x f
m n

−

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑

显然 ，故只要考虑 中的 。任取一贝努里试验 ，(0) (0), (1) (1)n nB f B f= = (0,1) x  E E= ∞

使事件 A 在每次试验 中出现的概率恰为 ， 任意固定；并以 表前 次试验中 A 出现的总次E x x nη n

数，则由全数学期望公式得

( ) ( )nf x B x−
0

(1 ) ( ) ( )
n

m n m n

m

n mx x f x f E f x f
m n n

η−

=

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
∑

( )n n nP x E f x f x
n n n
η η η

δ δ
⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎛ ⎞= − < × − − <⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎣ ⎦⎩ ⎭

。 （1）( )n n nP x E f x f x
n n n
η η η

δ δ
⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎛ ⎞= − ≥ × − − ≥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎣ ⎦⎩ ⎭

其中 为如下选定的数：由 的连续性，对任意 ，存在 ，使当0δ > ( )f x 0ε > 0δ >

， 时有| | , 0x y xδ− < ≤ 1y ≤ 1| ( ) ( ) |
2

f x f y ε− <

（2）
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令 ，由（1），（ 2）得
1 0
sup | ( ) |
x

M f x
≥ ≥

=

（3）| ( ) ( ) | 1 2
2

n
nf x B x P x M

n
ηε

δ
⎧ ⎫

− ≤ ⋅ + − ≥ ⋅⎨ ⎬
⎩ ⎭

由贝努里大数定律得 ，从而得证lim 0n
n

P x
n
η

δ
→∞

⎧ ⎫
− ≥ =⎨ ⎬

⎩ ⎭

。lim ( ) ( ), (0 1)nn
B x f x x

→∞
= ≤ ≤

为证上式中收敛的一致性，利用车贝晓夫不等式

,2 2 2 2 2

(1 ) 1n nD nx xP x
n n n n
η η

δ
σ σ δ

⎧ ⎫ −
− ≥ ≤ = <⎨ ⎬

⎩ ⎭

故当 时，由上式及（3）立得 .2

4
( )
Mn

εδ
>

1 0
sup | ( ) ( ) |n
x

f x B x ε
≥ ≥

− <

38、证：充分性。对任意 ，记 ，则题设变成 。由波雷尔——康特0ε > { }| |n nA X ε= ≥
1

( )n
n
P A

∞

=

< ∞∑

立引理（i）知有 （1）
1

(| | ) 0k
n k n

P X ε
∞ ∞

= =

⎧ ⎫
≥ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
I U

而这正是 以概率 1 收敛于 的等价表示，所以 。{ }( )uX ω ( )X ω 0a s
nX

⋅ ⋅⎯⎯→

必要性。由波雷尔——康特立引理（ii）及 的独立性得，{ }nX

(2){ }
1

| |n
n
P X ε

∞

=

≥ = ∞∑
成立的充要条件是，

(3)
1

(| | ) 1k
n k n

P X ε
∞ ∞

= =

⎧ ⎫
≥ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
I U

而 的等价表示为，对任意 （1）式成立。（1）与（3）是矛盾的，这说明若0a s
nX

⋅ ⋅⎯⎯→ 0ε >

，则不能有（2）式成立，所以应有 。0a s
nX

⋅ ⋅⎯⎯→ { }
1

| |n
n
P X ε

∞

=

≥ < ∞∑

39、证：由题设知，随机变量序列 独立同分布， ,所以{ }nX
4

4, ( )n nEX a E X a c= − = < ∞

。由马尔可夫不等式得
2

nDX σ= < ∞

4

4
1 1

1 1 1 ( )
n n

i n
i i

P X a E X a
n n

ε
ε= =

⎧ ⎫ ⎡ ⎤− ≥ ≤ −⎨ ⎬ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ∑
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4

4 4 2
24 4

1

1 ( ) ( ) ( )
n n

i i j
i i j

E X a C E X a x a
n ε = ≠

⎧ ⎫⎡ ⎤⎡ ⎤⎪ ⎪= − + − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑

.
4

4
44 4 2 4

1 ( 1) 1 36
2

n nnc
n n

σ
σ

ε ε
− +⎡ ⎤= + ≤⎢ ⎥⎣ ⎦

其中用到，由独立性得 ；最后一步成立，是由于当 很大时
2( )( ) 0 ( )i jX a x a i j− − = ≠ n

有 。因为 ∴ .4c n<
4

2 4
1

1 3
n n

σ
ε

∞

=

+
< ∞∑

1 1

1 n

i
n i
P X a

n
ε

∞

= =

⎧ ⎫
− ≥ < ∞⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑

由此利用由波雷尔——康特立引理可得

,
11

1 0
n

i
in k n

P X a
n

ε
∞ ∞

== =

⎧ ⎫
− ≥ =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑I U

所以，强大数定律成立。

由于 独立同分布，且由 可得 ，所以若改用柯尔莫洛夫强大数定律可立得结论 。{ }nX 4c < ∞ 2σ < ∞

40、解：设 ，且 ，则1 2 nA A A⊃ ⊃ ⊃ ⊃L L
1( )nP A
n

=

{ }
1 1

lim n k nn n k n n
P A P A P A

∞ ∞ ∞

→∞
= = =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
I U I { } 1lim lim ( ) lim 0n nn n

P A P A
n→∞ →∞

= = = =

引理(i)中另一结论是等价性结论，所以也成立。但条件不成立，事实上有

1 1

1( )n
n n
P A

n

∞ ∞

= =

= = < ∞∑ ∑
故引理(i)之逆不真。

41、证：设 成立，则对任给 ，存在 ，当 时有 ，2
1

k

n

DX
k

∞

=

< ∞∑ 0ε > N n N≥ 2
1

k

k n

DX
k

ε
∞

= +

<∑

2 2 2
1 1 1

1 1 10
n n n

k k k
k k k N
DX DX DX

n n n= = = +

≤ = +∑ ∑ ∑

。2 2 2
1 1 1

1 1N N
k

k k
k k N k

DXDX DX
n k n

ε
∞

= = + =

≤ + ≤ +∑ ∑ ∑
对固定的 ，当 充分大时，上式右端第一项可小于 ，N n ε

∴ 。2

1lim 0kn
DX

n→∞
=

42、证：（1） { }1max | | 2 , 2 2m m m
m np P S nε += > ≤ <

.{ }1 n
2 1
max 2
m

m

n
P S ε

+ > ≥
≤ ≥

12 1

2
1

1
(2 )

m

jm
j
Dξ

ε

+ −

=

≤ ∑
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其中后一步由柯尔莫哥洛夫不等式得来。

（2） .

12 1

2 2
1 1 1

1 10
2

m

m jm
m m j
p Dξ

ε

+∞ ∞ −

= = =

≤ ≤∑ ∑ ∑ 2 2
1 ( )

1 1
2j m

j m m j
Dξ

ε

∞ ∞

= =

= ∑ ∑

其中后一步由交换求和次序得来，求和下限 表示满足 的最小正整数 。由( )m j 12m j+ > m

得 ，从而 。由此得
( ) 12m j j+ > ( ) 2 22m j j+ > 2 ( ) 2

1 4
2 m j j

<

2 2( ( ) )
1 1 0

1 1
2m j m j k

m j k
p Dξ

ε

∞ ∞ ∞

+
= = =

≤∑ ∑ ∑ 2 2 ( ) 2
1 0

1 1
2 2

j
m j k

j k

Dξ
ε

∞ ∞

= =

= ∑ ∑

2 2
1

1 4 1
11
4

j
j
D

j
ξ

ε

∞

=

≤ ⋅ ⋅
−

∑ 2 2
1

16
3

j

j

D
j
ξ

ε

∞

=

= ∑

由此可得，若 ，则 收敛。2
1

k

k

D
k
ξ∞

=

< ∞∑
1

m
m
p

∞

=
∑

（3）设 ，则由（2）中结论可得2
1

k

k

D
k
ξ∞

=

< ∞∑

，{ }1 n 1
2 20 1

max { | | }
m m m

nm m
P P pη ε η ε

+

∞ ∞

> ≥= =

≥ = ≥ + < ∞∑ ∑

再由上题的结论即得 ，即柯尔莫哥洛夫大数定律成立：{ 0 } 0nP η → =

。
1

1 ( ) 0 1
n

k k
k

P E
n

ξ ξ
=

⎧ ⎫− → =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑

43、证：（1）设 收敛，则，是柯西判别准则知，对任意 ，存在正整数 ，使
1

k
k
c

∞

=
∑ 0ε > 0n

，此即 ，对一切 成立，由此可得 ，
0 01n n kc c ε+ ++ + <L

0 0n k ns s ε+ − < 1,2,k = L 0 kb b ε≤ ≤ ≤

由 知对任意 ，存在正整数 ，使 ，因而 对一切 成立 ，0b = 0ε > in in
b ε<

1 1n k ns s ε+ − < 1,2,k = L

所以对任意 ，im n n> >

，
1 1

2m n m n n ns s s s s s ε− ≤ − + − <

仍由柯西准则知 收敛。
1

k
k
c

∞

=
∑

（2）先证若 为常数列， ，则 。事实上，对 有{ }kc lim kn
c c

→∞
=

1

1lim
n

kn k
c c

n→∞
=

=∑ 0n n>
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0

01 1 1 1

1 1 1 1( ) ( ) ( )
nn n n

k k k k
k k k k n
c c c c c c c c

n n n n= = = = +

− = − ≤ − + −∑ ∑ ∑ ∑

对任意 ，选 使当 时，有 ，于是上式右方第二项对任意 总小于0ε > 0n 0k n> 1| |
2kc c ε− < 0n n>

；右方第一项当 充分大后也小于 。0

2 2
n n
n

ε ε−
⋅ < n 1

2
ε

现证 Kronecker 引理。令 ，0
1 1

0, , , 1, 2,
n n

k
n n k

k k

cs s t c n
k= =

= = = =∑ ∑ L

则 ，故1( ), 1, 2,k k kc k s s k−= − = L

， ，
1 1

1 1 1
1 1 1

( 1)
n n n

n k k k n
k k k

t ks ks s n s
+ +

+ − +
= = =

= − = − + +∑ ∑ ∑ 1,2,n = L

.1
1

1

1
1 1

n
n

k n
k

t n s s
n n n

+
+

=

= − ⋅ +
+ + ∑

因 收敛于有穷极限，由上段所证知 也收敛于同一极限，故{ }ns
1

1 n

k
k
s

n =

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑

。1
1

1 1

1 1lim lim lim lim lim 0
1 1

n n
n

k k nn n n n nk k

t nc s s
n n n n

+
+→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

= =

= = − ⋅ + =
+ +∑ ∑

44、证：充分性。设 ，则由车贝晓夫不等式得( ) 2
1 ( )nD X X o n+ + =L

( ) ( )1
2 2

1

1 0 ( )
n

n
i i

i

D X X
P X EX n

n n
ε

ε=

+ +⎧ ⎫
− ≥ ≤ → →∞⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑

L

所以大数定律成立。

必要性。设对 成立中心极限定理，即对任意 有{ }nX 0ε >

（1）( )
21

2

1

1 1lim
2

n a t

i i an in

P X EX a e dt
B π

−

−→∞
=

⎧ ⎫
− < =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∫

又成立大数定律，即对任给 有0ε >

。 （2）( )
1

1lim 1
n

i in i
P X EX

n
ε

→∞
=

⎧ ⎫
− < =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑

而

( ) ( )
1 1

1 1n n
n

i i i i
i in

BP X EX P X EX
n n B

ε ε
= =

⎧ ⎫⎧ ⎫
− < = ⋅ − <⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∑ ∑

，( )
1

1 n

i i
in n

nP X EX
B B

ε
=

⎧ ⎫
= − < ⋅⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑
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由 此 利 用 （ 1 ），（ 2 ） 两 式 可 得 ， 当 时 应 有 ， 即 ， 从 而n→∞
n

n
B
ε

→∞ 0nB
n
→

。( ) 2
1 ( )nD X X o n+ + =L

45454545、证：若记 为 的特征函数，则由题设知，它同样也是 的特征函数，因当 时( )f t iX
1

1 n

k
k
X

n =
∑ 1n =

它化成 ，所以iX

。 （1）
1 1

1( ) exp exp
nnn

k
k

k k

X tf t E X t E i t f
n n n= =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎛ ⎞= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎩ ⎭ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∑ ∏

此式对每个 均成立。把 展成幂级数，注意到 。而 ，n tf
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( ) (0)k k k
jf i EX= 0jEX =

，所以
2 2( ) 1j j jEX DX EX= − =

。 （2）
2 21 1 11 1

2 2
t it tf o o

n n nn n
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（2）代入（1）得

。
212

211 ( )
2

n n
tt tf o e n

n nn
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + → →∞⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦

由于对任意 均有 ，所以 ，而 。n ( )
n

tf t f
n

⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

21
2( )
t

f t e
−

= ~ (0,1)iX N

46464646、证：（1111）由正态分布有再生性知， 对任意 服从 。所以中心极限定理成立。
1

1 n

k
kn

X
B =
∑ n (0,1)N

（2222） ， ，由费勒条件的等价条件知， 不满足费
2 2

1 1

1 1
2n k k

k k
B b

∞ ∞

= =

< = =∑ ∑ 2 ( )nB n→∞ →∞/ { }nX

勒条件。

（3333）由 ，取 得0, 1k na B= ↑ 1τ =

，
2 2

12 | | | | 1
1

1lim ( ) ( ) ( ) 0
k n

n

k kx a B xn kn

c x a dF x x DF x
B τ− > >→∞

=

= − ≥ >∑∫ ∫

其中右端仅保留和式中第一项。由此知 不满足林德贝格条件。{ }nX

47474747、证： ，但 ，
1

2 1

2

1 1 2(1 2 ) 22 2 1
3 3 1 2 3

nn
k n

n
k

B
−

−

=

−
= + = + = − →∞

−∑
2 1

2

2 1 0 ( )2 22 1
3

n
n

nn

b n
B

−

= → ≠ →∞
−
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所以费勒条件不满足。 的特征函数为
1

n

k
k
X

=
∑

。
2

1

sin 1( ) ( ) exp (2 2)
2k

n
n

X
k

tf t f t t
t=

⎧ ⎫= = − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∏

由此得 的特征函数为
1

1
22 1
3

n

n k
kn

Xη
=

=
−

∑

，
212

2

22 1 1 (2 2)3( ) sin exp ( )222 2 12 1 33

n
n t

n
nn

t tg t e n
t

−

⎧ ⎫− ⎪ ⎪−
= ⋅ − ⋅ → →∞⎨ ⎬

⎪ ⎪−− ⎩ ⎭

由逆极限定理知 ，所以中心极限定理成立。(0,1)L
n Nη = ⎯⎯→

48484848、证：（1111）设 ，则 在 处取得极大值 ，置 得 。0 1x≤ ≤ 2(1 )y x x x x= − = −
1
2

x = 1
4 ix p=

1
4i ip q ≤

利用独立性得 ，再由车贝晓夫不等式得
1

1
4n

n

v i i
i

D p q n
=

= ≤∑

，2 2 2

1 1 0
4

nvn n
Dv EvP

n n n
ε

ε ε
⎧ − ⎫

≥ ≤ ≤ →⎨ ⎬
⎩ ⎭

∴ 。0 ( )Pn nv Ev n
n
−

⎯⎯→ →∞

（2222）记 ，这里 ， ， 。1 2n nv X X X= + + +L
⎩
⎨
⎧

=
次失败第

次成功第

i
i

X i ,0
,1

{ 1}i iP X p= = { 0}i iP X q= =

充分性。设 ，由于 仅取 两值，则 。由于
1

n

n

n v i i
i

B D p q
=

= = →∞∑ iX 0,1 {| | 2} 0i iP X p− ≥ =

，故对任意 存在 ，使当 时，即 ，所以 ，nB →∞ 0τ > N n N> 2nBτ ≥ {| | } 0i i nP X p Bτ− ≥ =

从而当 时n N>

2
2 | |

1

1 ( ) ( )
i i n

n

i ix p B
in

x p dF x
B τ− ≥

=

−∑∫

2
2 | |

1

1 ( ) ( )
i i n

N

i ix p B
in

x p dF x
B τ− ≥

=

= −∑∫ 2 2
1

1 0 ( )
4

n

i i
in n

Np q n
B B=

≤ ≤ → →∞∑

即林德贝格条件成立。所以对 中心极限定理成立。
1 1

n n

n i i i
i i

v p p q
= =

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
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必 要 性 。 设 ， 记 ， 则 ， 所 以
1

n

i i
i
p q

=

< ∞∑ min( , )i i ir p q=
1(1 )
2i i i i ip q r r r= − ≥

。
1 1

2i i i
i i
r p q

∞ ∞

= =

≤ < ∞∑ ∑

由此得 ，即 。又 ，所以
1

exp 0i
i
r

∞

=

⎧ ⎫− >⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑

1

exp{ } 0i
i

r
∞

=

− >C exp{ } 1ir r− < −

。
1 1

(1 ) exp{ } 0i i
i i

c r r
∞ ∞

= =

= − = − >C C

以 记一切满足条件 的 所构成的子序列，记 ，以1 2i i< <L
1
2ip ≥ i

1 1

n n

n n i i i
i i

Z v p p p
= =

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

记 中不超过 的个数，则有 ，对其它的nm 1 2, ,i i L n 1{ } { 1, , , ; 0
nn n j m jP v m P X j i i X= ≥ = = =L

。
1

} (1 ) 0i
i

j n r c
∞

=

≤ = − ≥ >C

于是若记 ，则对一切 有 成立。由于 与 无关 ，
1 1

n n

n n i i i
i i

d m p p q
= =

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ n { }n nP Z d c= ≥ 0c > n

所以 不能依分布收敛到 ，中心极限定理不成立。nZ (0,1)N

49494949、解：中心极限定理成立，因为这时可以直接证得林德贝格条件成立。

， 。
210,

3k k ka EX DX k= = = 2 2

1 1

1 1 ( 1)(2 1)
3 18

n n

n k
k k

B DX k n n n
= =

= = = + +∑ ∑
对任意 ，有0τ >

2 2
2 2| | | |

1 1

1 1( ) ( ) | | ( )
n n

n n

k k kx B x B
k kn n n

x a dF x x x f x dx
B B Bτ ττ> >

= =

− ≤
⋅∑ ∑∫ ∫

3 3
3 3

1 1

1 1 1| |
2 4

n nk

k
k kn n

x dx k
B k Bτ τ−

= =

≤ ⋅ =∑ ∑∫

2 2

3
2

1 ( 1)1 4
4 1 ( 1)(2 1)

18

n n

n n n
τ

+
= ⋅

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦
3

22

3
2

18 1 11
16 0 ( )

1 11 2

nn n

n n

τ
⎛ ⎞⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠= → →∞

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦
所以林德贝格条件成立。
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50505050、解：（ 1111） 。取 ，( ) ( )2 21 10, ,
2 2k kEX DX k k k= = − + = 2 11 2 ( 1)

2nB n n n= + + + = +L 1δ =

则

。

3
3 2

2 1 2
32 1 3

1 1 2

1 1| 0 |
1 ( 1)
2

n n

k
k kn n

n nE k
B B

n n

ξ +
+

= =

⋅
− = ≤

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑
3
22 2 0 ( )

1
n n
nn

⎛ ⎞= → →∞⎜ ⎟+⎝ ⎠

所以李雅普诺夫定理成立。

（2222） ，可得
220,

3k kEX DX k α= =

2 2 2 2 1

11
1

2 2 2( 1) ( 1)
3 3 3(2 1)

n n n
n

k
B k x dx xα α α

α
+

=

= ≥ − = −
+∑ ∫

，
2 1 2 12 ( 1) ( 1)

3(2 1)
n c nα α

α
+ += − = −

+

由 得常数 ，取 得0α > 0c > 1δ =

2 1 3 3
2 1 3 3 1

1 1

1 1 2 2| 0 |
3 3

n n n

k
k kn n n

E X k x dx
B B B

α α+
+

= =

− = ≤∑ ∑ ∫

3 1

3 3(2 1)

2 1 1 1
3 1 3 13 ( 1)

n
c n

α

α α α
+

+

⎛ ⎞≤ ⋅ −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠−

。3 13

2 1 1 0 ( )
113(3 1) 1

n
nc

n

α
α

+≤ ⋅ ⋅ → →∞
−+ ⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
所以李雅普诺夫定理成立。

51515151、证：设独立随机变量序列 有相同的普阿松分布，且参数为 ，由于普阿松分布再生性，所{ }nξ 1λ =

以 是服从参数 的普阿松分布，
1

n

n k
k

η ξ
=

=∑ nλ =

。{ } ( 0,1,2, ),
!

i
n

n n n
nP i e i E D n
i

η η η−= = = = =L

由于 独立同分布且方差有限，由林德贝格——勒维定理知中心极限定理成立，所以{ }nξ

。
210

2

0

( ) 1 10 { }
! 22

kn tnn
n

k

n nP P n e e dt
kn

η
η

π

−−

−∞
=

−⎧ ⎫≤ = ≤ = → =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∫

52525252、解: 由假设：

6000

6000
1 1( ) 1
6 6

k k
kP X k C

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0,1,2, ,6000k = L

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学霸助手[xuebazhushou.com]-课后答案|期末试卷|复习提纲



《概率论》计算与证明题 185

，而契比雪夫不等式
50001000,

6
EX DX∴ = = 2(| | ) DP E ξ

ξ ξ ε
ε

− ≥ ≤

由契比雪夫不等式得：
2

2 2 2

1 / 6000 50001% 1 1
6000 6 (0.01) 6 6000 (0.01)
X DXP ⎛ ⎞

− < ≥ − = −⎜ ⎟ × ×⎝ ⎠

53535353、解：设第 个钉子重量为 ，则 相互独立。 （ 两 ）， (两)。i .( 1, 2, ,100)i iξ = L ξ i 1iEξ = 0.1i iDσ ξ= =

总重量ξ ξ=
=
∑ i
i 1

100

∴ > =
− ×

×
>

− ×
×

= − − < = − =P P P( ) {
. .

} ( ) ( ) .ξ
ξ

ξ102 100 1
100 01

102 100 1
100 01

1 100 2 1 2 0 022750Φ

54545454、解：设第 页的印刷错误个数为 ，则 ,且 相互i ( 1,2, ,300)iX i = L ( ) 0.2, ( ) 0.2i iE X D X= = iX

独立，故所求概率为

300

1

70 60 1570 1 (1.29) 0.9015
3300 0.2i

i
P X

=

⎛ ⎞−⎧ ⎫ ⎛ ⎞≤ ≈ −Φ = Φ = Φ =⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟×⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎝ ⎠
∑

55555555、解：车床工作的概率为 0.8，车床台数为 。设实际工作台数为 ，由棣莫费——拉普拉斯100n = m
中心极限定理，所求概率为

{70 86}P m≤ ≤
86 100 0.8 70 100 0.8
100 0.8 0.2 100 0.8 0.2
− × − ×⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ Φ −Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟× × × ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( )1.5 ( 2.5) 1.5 (1 (2.5)) 0.9332 (1 0.9938) 0.927= Φ −Φ − = Φ − −Φ = − − =

56565656、解：贝努力大数定律是: 设 是 重独立贝努力试验中事件 出现的次数，又 在每次 试验中 Un n A A

出现的概率为 则 有 (0 1)P p< < ∀ >ε 0 lim ( )
n

nP U
n

p
→∞

− < =ε 1

证明: 令ξ i
i A
i A

=
⎧
⎨
⎩

1 第次试验中 出现

第次试验中 不出现
1,2, ,  i n= L

∴ = =ξ ξ ξ ξ1 , , ,L n i iE p D pq相互独立 且

而
1

n

n i
i

U ξ
=

=∑ ∴ − = −
= =
∑ ∑u

n
p

n
En

i
i

n

i
i

n1
1 1

( ( ))ξ ξ

由切比雪夫不等式 0ε∀ >
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P u
n

p P E n
D

n
nn

i i
i

n

i

n i
i

n

( ) ( ( ) )
( )

( )− ≥ = − ≥ ≤ → → ∞
==

=∑∑
∑

ε ξ ξ ε
ξ

ε11

1
2 2 0

∴ − < =
→∞

lim ( )
n

nP u
n

p ε 1

57575757、证： 又 相互独立，Q E kξ = 0 D kkξ = +ln( )1 1,2, ,  k n= L 1 2, , , nξ ξ ξL

1 1 1

1 1 1n n n

i i i
i i i

E
n n n

ξ ξ ξ
= = =

∴ − =∑ ∑ ∑

且 由切比雪夫不等式2
1 1

1 1( ln(1 ), 0
n n

i
n i

D i
n n

ξ ε
= =

= + ∀ >∑ ∑

∴ − ≥ ≤ =
+

= =

= =∑ ∑
∑ ∑

p
n n

E
D
n

i

ni
i

n

i
i

n i
i

n

i

n

{| | }
( ) ln( )

1 1
1 1

1 1

1
2

1
2 2ξ ξ ε

ξ

ε ε

∴ − ≥ ≤
+

=
→∞

= =
→∞∑ ∑lim (| | ) lim ln( )

n i
i

n

i

n

n
p
n n

E n
n

1 1 1 0
1 1

ξ ξ ε
ε

服从大数定律 证毕{ }∴ ξ n

58585858、证: 因 , 故D n nnξ = =, ( , , , )1 2 3 L

1 1 1 02
1

2
1

2
1

2n
D

n
D

n
i n n

ni
i

n

i
i

n

i

n

n( )ξ ξ
= = =

⎯ →⎯ ∞∑ ∑ ∑= = ≤ ⎯ →⎯⎯⎯

即马尔可夫条件成立，故{ }服从大数定律。ξ n

59595959、证： { }| | { }
/ /

P X P X
n n

µ ε µ µ ε µ
µ ε µ ε µ ε

σ σ
+ − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− < = − < < + ≈ Φ −Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 1n n n n nε ε ε ε ε
σ σ σ σ σ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= Φ −Φ = Φ − −Φ = Φ −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

60606060、证：令 。因 独立同分布，故 独立同分布。
2 , 1,2, , ,i iY X i n= = L L 1 2, , , ,nX X XL L 1 2, , , ,nY Y YL L

对 应用独立同分布序列中心极限定理，有1 2, , , ,nY Y YL L

2
2( ) ( ) , 1,2,i iE Y E X iγ= = = L

2 4 2 2
4 2( ) ( ) ( ) ( ( ))i i i iD Y D X E X E X γ γ= = − = −
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从而当 充分大时， 近似服从正态分布 。n
1

1 n

n i
i

Z Y
n =

= ∑
2

4 2
2 ,N

n
γ γ

γ
⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

61616161、证：由 知 分母不为 0，它是有限可测函数，即是随机变量，利用独立同分1 0ξ > 1

1

( ) ( )
( ) ( )

k

n

ξ ω ξ ω
ξ ω ξ ω

+
+

L

L

布可得

1 1
1 1

1 1

( ) ( )k k
n n

n n

x xE f x f x dx dx
x x

ξ ξ
ξ ξ
⎛ ⎞+ +

= ×⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
∫ ∫

L L
L L L

L L

1
1 1

1

( ) ( )n n
n

xk f x f x dx dx
x x

=
+ +∫ ∫L L L

L

1
1 1

1

( ) ( )n
n n

n

x xk f x f x dx dx
n x x

+ +
=

+ +∫ ∫
L

L L L
L

.
k
n

=

62626262、证： ， ，0kEξ = ( ) ( )2 21 1ln ln ln
2 2kD k k kξ = + =

。2 2 2
1 1

1 1 ln lnln 0 ( )
n n

k
k k

n n nD k n
n n n n

ξ
= =

⎛ ⎞ = ≤ = → →∞⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

满足马尔可夫条件，故题中结论成立。

63636363、证 ：（1） ， ，0kEX = ( ) ( )2 21 12 2 4
2 2

k k
kDX k= ⋅ + − ⋅ =

。
1 1

2 2 2 2 2
1 1

1 1 1 4 4 4 4 0 ( )
1 4 3 3

n nn n

k k
k k

D X DX n
n n n n n

+ +

= =

−⎛ ⎞ = = × = − → →∞⎜ ⎟ −⎝ ⎠
∑ ∑

不满足马尔可夫条件。

（2） ，( ) ( )2 2

2 1 2 1

1 10, 2 2 1
2 2

k k
k k k kEX DX + += = ⋅ + − ⋅ =

。2 2
1

1 1 1 0 ( )
n

k
k

D X n n
n n n=

⎛ ⎞ = ⋅ = → →∞⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑

满足马尔可夫条件。

（3） ，( )
3

22 2
1 1
2 2

1 10,
2 2

k kEX DX k k k
k k

= = ⋅ + − ⋅ =

。

3
2

2 2 2 2
1 1 1

1 1 1 1 ( 1) 1 ( )
2 2

n n n

k
k k k

n nD X k k n
n n n n= = =

+⎛ ⎞ = ≥ = ⋅ → →∞⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

不满足马尔可夫条件。
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《概率论》计算与证明题 188

64646464、证：利用德莫哇佛 ——拉普拉斯积分定理得

21
2| | 1{| | }

2

k
xnpqn

kn
npq

np kP np k P e dx
npq npq

µ
µ

π

−

−

⎧ ⎫−⎪ ⎪− < = < ≈⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

在如上积分中，积分区间长度 ，所以 。
2 0k
npq

→ {| | } 0 ( )nP np k nµ − < → →∞

65656565、证： 。 令 得 。

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<

≤<−

≤

==

nx

nx
n

x

xXPxF nn

当

当

当

,1

0,11

0,0

},{)( n→∞
0, 0

( ) ( )
1, 0n

x
F x F x

x
≤⎧

→ = ⎨ >⎩

这说明分布函数收敛，但 。当 时，1, 0, ( )n n
EX EX EX EX n+= = → →∞ 1k >

，
11k k k

nEX n n
n

−= ⋅ =

1 1( ) ( 1) ( 1) 1 ( 1)k k k k
n n nE X EX E X n

n n
⎛ ⎞− = − = − − + − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

所以当 时， ， 。由此知其中心距，原点矩均不收敛。n→∞ nEX →∞ ( )kn nE X EX− →∞

66666666、证法一：对任给 ，取 及 ，使当 时有0δ > 0M > 1N 1n N>

。
1 1{| | } , {| | }
3 3nP X M P X Y Mδ δ≥ < − ≥ <

在 上一致连续，则对任给 ，存在 ，使当 且( )g x [ 2 , 2 ]M M− 0ε > 1 0ε > 1 2, [ 2 , 2 ]x x M M∈ −

时有 。1 2 1| |x x ε− < 1 2| ( ) ( ) |g x g x ε− <

再取 ，使当 时有 。1N N≥ n N> { }1
1| |
3nP X X ε δ− ≥ <

由于 { } { } { }| | 2 {| | 2 } | | | | , | | 2n nX M X M X M X M X M≥ ≥ ⊂ ≥ ≤ ≥U U

，{ }{| | } | |nX M X X M⊂ > − ≥U

，{ } { }1| | 2 , | | 2 , | ( ) ( ) | | |n n nX M X M g X g X X Xε ε≤ ≤ − ≥ ⊂ − ≥

所以当 时有n N>

{ }| ( ) ( ) |nP g X g X ε− ≥

{ } { } { }| | 2 | | 2 | | 2 , | | 2 , | ( ) ( ) |n n nP X M X M P X M X M g X g X ε≤ ≥ ≥ + < ≥ − ≥U

{ } { } { }1| | | | | |n nP X M P X X M P X X ε≤ ≥ + − ≥ + − ≥
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《概率论》计算与证明题 189

，
1 1 1
3 3 3
δ δ δ δ≤ + + =

∴ 。( ) ( ), ( )P
ng X g X n⎯⎯→ →∞

证法二： 是有限测度，在实变函数论中曾得到，这时 的充要条件是，对( ) 1P Ω = P
nX X⎯⎯→

的任一子序列 ，都能找到其的一子序列 几乎处处收敛于 。（上题也可以用{ }nX { }
kn

X { }
kvn

X X

此定理证）对序列 的任一子序列 。因为 ，由充要条件得，对{ ( )}ng X { ( )}
kn

g X P
nX X⎯⎯→

可找到其一子序列 ，使 。由于 是 的连续函数，由此得{ }
kn

X { }
kvn

X
kv

a s
nX X⋅ ⋅⎯⎯→ g 1R

。再由充要条件得 。{ } ( )
kv

a s
ng X g X⋅ ⋅⎯⎯→ ( ) ( )P

ng X g X⎯⎯→

67676767、证：由序列的单调下降性可得，当 时的极限存在，且 ，n→∞ {lim } { }n kn
X Xε ε

→∞
< ⊃ <

由 得 ，0P
kX ⎯⎯→ 1 {lim } lim { } 1n kn k

P X P Xε ε
→∞ →∞

≥ < ≥ < =

再由 及 的任意性得0nX > ε

，即 。lim { 0} 1nn
P X

→∞
> = 0a s

nX
⋅ ⋅⎯⎯→

68686868、证： 的特征函数为 ，kξ ( )
1
21( ) 1 cos ( 1,2, )

2 2k

itit tf t e e kξ = + = = L

所以 的特征函数为
2
k

k

ξ
1 1( ) cos exp

2 2 2
k

k k
k

t ittξ
+ +

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

的特征函数为nη

2 3 1 2 1

1

sin1 1 1 12( ) cos cos cos exp exp 1
2 2 2 2 2 2 2 2sin

2
n n n n n

n

t
t t t itf t it tη + +

+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
L L

。( )
1
22 1lim ( ) sin 1 ( )

2n

it it

n

tf t e e f t
t itη→∞

= ⋅ = − =

是[0,1]上均匀分布的特征函数，由逆极限定理得证。( )f t

69696969、证：二项分布的特邀函数为 。
( )1

( ) ( ) 1

nit
nit n

n n n

np e
f t p e q

n

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= + = +
⎢ ⎥⎣ ⎦
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《概率论》计算与证明题 190

若当 时 ，则 。n→∞ nnp λ→ ( ) ( )1 1 ( )it it
nnp e e nλ− → − →∞

所以 。( )lim ( ) exp 1 ( )it
nn
f t e f tλ

→∞
⎡ ⎤= − =⎣ ⎦

是普阿松分布 的特邀函数，由逆极限定理得证。( )f t ( )p λ

70707070、证：设 服从参数为 的普阿松分布，则 。λξ λ ( )( ) exp 1ttf t e
λξ

λ⎡ ⎤= −⎣ ⎦

令 ，并在下式中按台劳公式展开 得λ
λ

ξ λ
η

λ
−

= ize

( ) exp 1
it

i t tf t e f i t e
λ λ

λ λ
η ξ λ λ

λ
−

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞= = − + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

2 1exp
2
ti t oλ λ

λ
⎡ ⎤⎛ ⎞= − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

。
212

21exp ( )
2

tt o e λ
λ

−⎡ ⎤⎛ ⎞= − + → →∞⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

由逆极限定理得，普阿松分布当 时，渐近正态分布。λ →∞

71717171、证：取对数得 。因为 独立同分布，所以 也独立同分布。又
1

1ln ln
n

n i
i

Z X
n =

= ∑ iX ln iX

。
1 1

00
ln ln 1 ( ln ) 1iE X x dx x x x= ⋅ ⋅ = − = −∫

由辛钦大数定律得 ，即有 。ln 1P
nZ ⎯⎯→− 1 ( )P

nZ e c n−⎯⎯→ = →∞

72727272、证：记 ，则
2,i iEX a DX σ= = < ∞

，
1 1 1

2 2 2
( 1) ( 1) ( 1)

n n n

i i
i i i

E iX iEX a i a
n n n n n n= = =

⎛ ⎞
= = ⋅ =⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

∑ ∑ ∑

2 2
2 2

1 1

2 4
( 1) ( 1)

n n

i
i i

D iX i
n n n n

σ
= =

⎛ ⎞
=⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∑ ∑

。
2

2
2 2

4 ( 1)(2 1) 2(2 1) 0 ( )
( 1) 6 3 ( 1)

n n n n n
n n n n

σ
σ

+ + +
= ⋅ ⋅ = → →∞

+ +

其中利用 间的独立性。由马尔可夫大数定律得iX

1

2
( 1)

n
P

i i
i
iX a EX

n n =

⎯⎯→ =
+ ∑

73737373、证：设 成立，则对任给 ，存在 ，当 时有 ，2
1

k

n

DX
k

∞

=

< ∞∑ 0ε > N n N≥ 2
1

k

k n

DX
k

ε
∞

= +

<∑
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2 2 2
1 1 1

1 1 10
n n n

k k k
k k k N
DX DX DX

n n n= = = +

≤ = +∑ ∑ ∑

。2 2 2
1 1 1

1 1N N
k

k k
k k N k

DXDX DX
n k n

ε
∞

= = + =

≤ + ≤ +∑ ∑ ∑
对固定的 ，当 充分大时，上式右端第一项可小于 ，N n ε

∴ 。2

1lim 0kn
DX

n→∞
=

74747474、证： ，但 ，
1

2 1

2

1 1 2(1 2 ) 22 2 1
3 3 1 2 3

nn
k n

n
k

B
−

−

=

−
= + = + = − →∞

−∑
2 1

2

2 1 0 ( )2 22 1
3

n
n

nn

b n
B

−

= → ≠ →∞
−

所以费勒条件不满足。 的特征函数为
1

n

k
k
X

=
∑

。
2

1

sin 1( ) ( ) exp (2 2)
2k

n
n

X
k

tf t f t t
t=

⎧ ⎫= = − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∏

由此得 的特征函数为
1

1
22 1
3

n

n k
kn

Xη
=

=
−

∑

，
212

2

22 1 1 (2 2)3( ) sin exp ( )222 2 12 1 33

n
n t

n
nn

t tg t e n
t

−

⎧ ⎫− ⎪ ⎪−
= ⋅ − ⋅ → →∞⎨ ⎬

⎪ ⎪−− ⎩ ⎭

由逆极限定理知 ，所以中心极限定理成立。(0,1)L
n Nη = ⎯⎯→

75757575、证：设独立随机变量序列 有相同的普阿松分布，且参数为 ，由于普阿松分布再生性，所{ }nξ 1λ =

以 是服从参数 的普阿松分布，
1

n

n k
k

η ξ
=

=∑ nλ =

。{ } ( 0,1,2, ),
!

i
n

n n n
nP i e i E D n
i

η η η−= = = = =L

由于 独立同分布且方差有限，由林德贝格——勒维定理知中心极限定理成立，所以{ }nξ

。
210

2

0

( ) 1 10 { }
! 22

kn tnn
n

k

n nP P n e e dt
kn

η
η

π

−−

−∞
=

−⎧ ⎫≤ = ≤ = → =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ ∫
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